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前 言 


振动 理论 是 现代 许多 科学 技术 领域 的 基础 理论 。 现 代 工 业 对 工程 质量 .产品 精度 及 
可 靠 性 都 提出 了 愈 来 愈 高 的 要 求 ,研究 和 解决 后 业 工程 中 出 现 的 各 种 振动 问题 已 成 为 一 
项 急迫 的 任务 。 在 设计 研制 中 ,不 仅 要 考虑 静 力 效应 ,还 要 考虑 动力 效应 。 因 此 ,振动 理 
论 必 将 成 为 广大 科技 人 员 不 可 缺少 的 基础 知识 。 相 应 地 ,“ 机 械 振 动 ” 课 程 对 培养 新 时 代 
的 科技 人 员 有 着 重要 的 作用 和 意义 。 

本 教材 由 浅 和 人 深 、 理 论 严谨 .结构 合理 .体例 统一 文字 精炼 .易于 理解 ,并 且 其 数学 概 
念 与 物理 现象 相 协调 ,理论 联系 实际 ,具有 很 宽 的 适应 性 ,便于 学 生 更 好 地 理解 和 掌握 所 
学 内 容 。 本 教材 系统 地 介绍 了 工程 实际 中 振动 分 析 所 需要 的 必 备 知识 ,详细 阐述 了 振动 
理论 的 基本 方法 ,在 深入 阐明 各 种 振动 现象 的 物理 机 理 和 进行 数学 分 析 的 同时 ,也 注意 到 
了 振动 理论 在 机 械 和 汽车 等 领域 内 的 应 用 。 人 全书 共 分 九 章 , 分 别 讨论 了 单 自由 度 、 多 自由 
度 .连续 系统 的 特征 值 问 题 ,及 在 各 种 类 型 激励 作用 下 的 稳 态 和 瞬 态 响应 ,并 介绍 了 振动 
分 析 的 数值 方法 、 非 线性 振动 的 定性 和 定量 分 析 方 法 和 随机 振动 的 基本 知识 。 

本 教材 除了 注重 理论 的 系统 性 和 完整 性 以 外 ,还 特别 注意 工程 应 用 ,力图 把 科研 中 的 
体会 融入 教学 之 中 。 本 教材 的 显著 特色 为 : 

第 一 ,本 教材 内 容 既 系统 又 简明 , 既 重 视 理 论 又 强调 实际 ,包括 了 现代 振动 工程 中 各 
种 基本 的 精确 与 近似 方法 ,便于 使 用 。 

第 二 ,本 教材 介绍 了 实用 有 效 的 数值 分 析 方 法 ,便于 解决 实际 工程 中 的 振动 分 析 问 
题 ,使 学 生 可 以 将 所 学 应 用 于 解决 一 些 实际 问题 。 

第 三 ,本 教材 包含 了 实际 工程 中 的 多 种 机 械 和 汽车 模型 的 实例 ,便于 培养 出 理论 与 实 
际 相 结 合 、 把 所 学 理论 应 用 于 实际 以 解决 工程 问题 的 科技 人 员 ,而且 本 教材 的 部 分 习题 同 
样 富有 实用 价值 。 

第 四 ,本 教材 还 包括 了 具有 工程 实际 背景 的 讨论 题 ,并 给 出 相应 的 解答 ,以 便 学 生 更 
好 地 理解 和 掌握 所 学 内 容 。 

读者 只 需 具备 高 等 数学 .工程 数学 .理论 力学 与 材料 力学 的 基础 知识 ,就 可 以 阅读 本 
教材 。 与 本 教材 配套 出 版 的 还 有 《机 械 振动 习题 解答 》, 以 及 供 教师 课堂 教学 使 用 的 多 媒 
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体 教学 课件 。 本 教材 可 作为 高 等 理工 科 院 校 机 械 工程 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 的 教学 用 
书 ,也 可 作为 有 关 科 技 人 员 的 参考 用 书 。 

在 本 教材 的 编写 过 程 中 ,作者 参考 了 一 些 国 内 外 资料 ,限于 篇 幅 , 在 书后 主要 参考 文 
献 中 只 列 出 其 中 的 一 部 分 。 在 此 , 谨 向 原作 者 、 编 者 表示 衷心 感谢 。 

本 教材 为 全 国 工程 硕士 专业 学 位 教育 指导 委员 会 批准 立项 的 全 国 工程 硕士 研究 生 教 
育 核心 教材 。 本 教材 的 编写 得 到 了 清华 大 学 出 版 社 和 东北 大 学 研究 生 院 的 热情 鼓励 和 大 
力 支持 ,在 此 一 并 深 表 谢意 。 

限于 水 半 ,时 间 又 很 仓促 ,因此 缺漏 和 不 当 之 处 在 所 难免 , 敬 请 读者 不 音 批评 指正 。 


张 义 民 
2006 年 6 月 于 东北 大 学 
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1.1 机 械 振动 


振动 是 在 日 常生 活 和 工程 实际 中 普遍 存在 的 一 种 现象 ,也 是 整个 力学 中 最 重要 的 研 
究 领 域 之 一 。 事 实 上 ,人 类 就 生活 在 振动 的 世界 里 ,地 面 上 的 车 辆 .空中 的 飞行 器 ,海洋 中 
的 船只 等 都 在 不 断 地 振动 着 。 房 屋 建 筑 . 桥 梁 水 坝 等 在 受到 激励 后 也 会 发 生 振动 。 就 连 
茫茫 的 宇宙 中 ,也 到 处 存在 着 各 种 形式 的 振动 ,如 风 、 雨 .雷电 等 随时 间 的 不 断 变化 ,从 广 
义 的 角度 来 理解 ,就 是 特殊 形式 的 振动 (或 波动 ) ,而 电磁 波 不 停 地 在 以 振动 的 方式 发 射 和 
传播 。 就 人 类 的 身体 来 说 ,心脏 的 跳动 .肺叶 的 摆动 .血液 的 循环 ` 胃 的 蠕动 . 脑 电 的 波动 、 
肌肉 的 搞 动 .耳膜 的 振动 和 声带 的 振动 等 ,在 某 种 意义 上 来 说 也 是 一 种 振动 ,就 连 组 成 人 
类 自身 的 原子 ,也 都 在 振动 着 。 

所 谓 机 械 振动 ,是 指 物体 (或 物体 系 ) 在 平衡 位 置 (或 平均 位 置 ) 附 近来 回 往 复 的 运动 。 
在 机 械 振动 过 程 中 ,表示 物体 运动 特征 的 某 些 物理 量 ( 如 位 移 、 速 度 、 加 速度 等 ) 将 时 而 增 
大 、 时 而 减 小 地 反复 变化 。 在 工程 实际 中 ,机 械 振动 是 非常 普遍 的 ,钟表 的 摆动 ,车厢 的 时 
动 .桥梁 与 房屋 的 振动 、 飞 行 器 与 船舶 的 振动 .机 床 与 刀具 的 振动 .各 种 动力 机 械 的 振动 
等 ,都 是 机 械 振动 。 

工程 中 有 大 量 的 振动 问题 需要 人 们 研究 、 分 析 和 处 理 , 特 别 是 近代 机 器 结构 正 向 大 
功率 、 高 速度 、 高 精度 、 轻 型 化 、 大 型 化 和 微型 化 等 方向 发 展 ,振动 问题 也 就 越 来 越 突 
出 ,因此 掌握 振动 规律 就 显得 十 分 重要 了 ,也 只 有 掌握 了 振动 规律 和 特征 以 后 ,才能 有 
效 地 利用 振动 有 益 的 方面 和 限制 振动 有 害 的 方面 。 众 所 周知 ,振动 在 日 常生 活 和 工程 
中 会 带 来 危害 ,例如 ,振动 引起 噪声 污染 ,影响 精密 仪器 设备 的 功能 ,降低 机 械 加 工 的 
精度 和 光洁 度 ,加 剧 构件 的 疲劳 和 磨损 ,缩短 机 器 和 结构 物 的 使 用 寿命 ;机 械 振 动 还 要 
消耗 能 量 ,降低 机 器 效率 ;振动 有 时 会 使 结构 发 生 大 变形 而 破坏 ,甚至 造成 灾难 性 的 事 





故 , 有 些 桥梁 就 是 由 于 振动 而 替 毁 ;机 翼 的 类 振 .机 轮 的 摆 振 和 航空 发 动机 的 异常 振 
动 , 曾 多 次 造成 飞行 事故 ;飞机 和 车 船 的 振动 恶化 了 乘 载 条 件 ;地 震 、 暴 雨 . 台 风 等 造成 
的 巨大 经 济 损失 等 。 然 而 ,振动 也 可 以 用 来 为 人 类 服务 ,例如 ,利用 钟 摆 振 动 原理 制造 
钟表 ;工程 实际 中 数 以 万 计 的 振动 机 器 和 振动 仪器 可 以 完成 许多 不 同 的 工艺 过 程 ,如 : 
给 料 、 上 料 .输送 .得 分 .布料 . 烘 干 .冷却 .脱水 . 选 分 .破碎 、 粉 磨 、 光 饰 、 落 砂 、 成 型 、 整 
形 . 振 的 . 夯 土 . 压 路 . 摊 铺 、 钻 控 、 装 载 . 振 仓 . 则 士 . 沉 桩 、 拔 桩 、 清 理 、 捆 绑 、 采 油 、. 时 效 、 
切削 、 检 桩 .检测 .勘探 测试 .诊断 等 ,这 些 机 器 和 仪器 包括 振动 给 料 机 、 振 动 输送 机 、 
振动 整形 机 振动 筛选 机 振动 脱水 机 ,振动 干燥 机 ,振动 冷却 机 .振动 冷 冻 机 、 振 动 破 
碎 机 振动 球磨 机 ,振动 光 饰 机 ,振动 压路机 振动 摊 铺 机 ,振动 奔 土 机 、 振 动 沉 拨 桩 机 、 
振动 造型 机 ,振动 采油 机 、 海 浪 发 电机 、 各 种 形式 的 振 捣 器 和 激 振 器 等 ,它们 极 大 地 改 
善 了 劳动 条 件 ,甚至 成 百倍 地 提高 了 劳动 牛 产 率 ; 人 们 可 以 根据 逐年 气象 要 素 统计 得 
出 的 气象 波动 的 规律 , 预 估 某 一 年 度 的 气象 要 素 ; 人 们 可 以 利用 潮汐 的 周期 性 振动 , 预 
报 重大 灾难 的 来 临 . 开 发 能 源 、 保 护 环境 .排涝 灌溉 .安排 航运 .建设 海港 和 防护 海岸 
等 ;人 们 可 以 利用 树木 年 轮 中 一 朴 一 密 的 波动 变化 ,进行 地 质 考 十、 环境 污染 .森林 更 
新 、 自 然 灾害 、 冰 川 进 退 、 医 疗 卫 生 、 农 牧 业 产量 预测 等 方面 的 研究 ;美妙 动听 的 音乐 
(包括 人 声 ) 也 是 源 于 振动 而 产生 出 来 的 。 可 见 研究 和 掌握 振动 规律 有 着 十 分 重要 的 
意义 ,可 以 使 人 们 能 更 好 地 利用 振动 有 益 的 一 面 , 而 减少 有 害 的 一 面 。 可 以 预计 , 随 着 
生产 实践 和 科学 研究 的 不 断 进展 ,人 们 对 振动 过 程 的 认识 将 愈益 深化 ,机 械 振 动 的 利 
用 将 会 更 加 广泛 ,我 们 的 许多 关于 振动 利用 的 畅想 ,会 逐步 地 变 为 现实 ,并 造福 人 类 。 


1.2 振动 系统 模型 


模型 就 是 将 实际 事物 抽象 化 而 得 到 的 表达 。 例 如 ,力学 中 的 质点 ,刚体 . 梁 、 板 . 壳 、 质 
量 -弹簧 系统 等 都 是 模型 。 振 动 系统 模型 按 系 统 的 不 同性 质 可 分 为 : 离散 系统 与 连续 系 
统 、 常 参数 系统 与 变 参数 系统 .线性 系统 与 非 线性 系统 .确定 系统 与 随机 系统 等 。 


1. 离散 系统 与 连续 系统 

离散 系统 是 由 集中 参数 元 件 组 成 的 ,基本 的 集中 参数 元 件 有 三 种 : 质量 、 弹 得 与 
阻尼 。 

(1) 质量 (包括 转动 惯量 ) 模 型 只 具有 惯性 。 

(2) 弹簧 模型 只 具有 弹性 ,其 本 身 质量 多 可 以 略 去 不 计 。 

(3) 阻尼 模型 既 不 具有 弹性 ,也 不 具有 惯性 。 它 是 耗 能 元 件 , 在 相对 运动 中 产生 
阻力 。 
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离散 系统 的 运动 在 数学 上 用 常 微分 方程 来 描述 。 

连续 系统 是 由 弹性 体 元 件 组 成 的 。 典 型 的 弹性 体 元 件 有 杆 、 梁 、 轴 、 板 、 壳 等 。 弹 性 体 
的 惯性 .弹性 与 阻尼 是 连续 分 布 的 , 故 亦 称 为 分 布 参数 系统 。 

连续 系统 的 运动 在 数学 上 用 偏 微分 方程 来 描述 。 


2. 常 参数 系统 与 变 参数 系统 

如 果 一 个 振动 系统 的 各 个 特性 参数 (如 质量 .刚度 .阻尼 系数 等 ) 都 不 随时 间 而 变化 ， 
即 它们 不 是 时 间 的 函数 ,这 个 系统 就 称 为 常 参 数 系统 (或 不 变 系统 ) 。 反 之 , 称 为 变 参 数 系 
统 ( 或 参 变 系 统 ) 。 

常 参数 系统 的 运动 用 常 系数 微分 方程 来 描述 ,而 变 参数 系统 则 需要 用 变 系 数 微 分 方 
程 来 描述 。 


3. 线性 系统 与 非 线性 系统 

如 果 一 个 振动 系统 的 质量 不 随 运 动 参数 (如 坐标 .速度 .加 速度 等 ) 而 变化 ,而 且 系统 
的 弹性 力 和 阻尼 力 都 可 以 简化 为 线性 模型 (中 弹性 力 和 变形 的 一 次 方 成 正比 ; 外 阻尼 力 
与 速度 的 一 次 方 成 正比 ) , 则 称 为 线性 系统 。 凡 是 不 能 简化 为 线性 系统 的 振动 系统 都 称 为 
非 线 性 系统 。 

线性 系统 的 运动 用 线性 微分 方程 来 描述 ,而 非 线 性 系统 则 需要 用 非 线 性 微分 方程 来 


描述 。 
4. 确定 系统 与 随机 系统 


确定 系统 的 系统 特性 可 用 时 间 的 确定 函数 给 出 。 随 机 系统 的 系统 特性 不 能 用 时 间 的 
确定 函数 给 出 ,只 具有 概率 统计 规律 性 。 

确定 系统 的 运动 用 确定 微分 方程 来 描述 ,而 随机 系统 则 需要 用 随机 微分 方程 来 描述 。 

一 个 实际 系统 究竟 应 该 采用 哪 一 种 简化 模型 ,应 该 根据 具体 情况 进行 具体 分 析 。 而 
分 析 简 化 模型 的 正确 与 否 ,必须 经 过 科学 实验 或 生产 实践 的 检验 。 


1.3 激励 与 响应 


一 个 实际 振动 系统 ,在 外 界 振 动 激励 的 作用 下 ,会 呈现 一 定 的 振动 响应 。 这 种 激励 就 


是 系统 的 输入 ,响应 就 是 输出 ,二 者 由 系统 的 振动 特性 联 ji pwn 据 动 ] 响应 x(0 
系 着 (图 1. 3-1) 。 输入 3 输出 


系统 激励 可 分 为 两 大 类 : 图 1.3-1 
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(1) 确定 激励 

可 以 用 时 间 的 确定 函数 来 描述 的 激励 属于 确定 激励 。 脉 冲 函数 、 阶 牙 郴 数 .、 周 期 困 
数 、 简 谐 函 数 等 都 是 典型 的 确定 函数 。 

(2) 随机 激励 

随机 激励 不 能 用 时 间 的 确定 函数 来 描述 ,但 它们 具有 一 定 的 概率 统计 规律 性 ,因而 可 
以 用 随机 过 程 来 描述 。 

系统 响应 同样 可 以 分 为 两 大 类 : 

(1) 确定 响应 

系统 的 响应 是 时 间 的 确定 函数 ,这 样 的 振动 响应 称 为 确定 响应 

@ 根据 响应 按 存在 时 间 分 为 : 瞬 态 响应 和 稳 态 啊 应 。 明太 振动 的 响应 在 较 短 的 时 
间 内 会 逐渐 消失 ; 稳 态 振动 的 响应 可 持续 充分 长 时 间 。 

@ 根据 响应 是 否 有 周期 性 还 可 分 为 : 简 谐 响应 、 周 期 响应 、 非 周期 响应 和 混沌 。 简 
谐振 动 的 响应 为 时 间 的 正弦 或 余弦 函数 ;周期 振动 的 响应 为 时 间 的 周期 函数 ; 非 周期 振动 
的 响应 可 以 认为 是 若干 脉冲 响应 的 总 和 ;混沌 (chaos) 振 动 的 响应 为 时 间 的 始终 有 限 的 非 
周期 函数 。 混 沌 是 应 用 于 过 去 40 年 内 数学 和 自然 界 大 量 非 线性 系统 中 观察 到 的 非 周期 、 
不 规则 .错综复杂 、 不 能 预计 和 随机 等 行为 的 用 语 。 

(2) 随机 响应 

系统 的 响应 为 时 间 的 随机 函数 ,只 能 用 概率 统计 的 方法 描述 ,这样 的 振动 响应 称 为 随 
机 响应 。 无 论 是 确定 系统 ,还 是 随机 系统 ,在 随机 激励 的 作用 下 ,振动 系统 的 响应 一 定 为 
随机 响应 。 如 果 是 随机 系统 ,即使 在 确定 激励 的 作用 下 ,系统 的 响应 也 是 随机 的 。 


1.4 振动 的 分 类 


根据 研究 侧重 点 的 不 同 , 可 以 从 不 同 角度 对 振动 进行 分 类 。 振 动 现 象 按 系 统 相应 的 
性 质 可 分 为 确定 振动 与 随机 振动 两 大 类 。 

(1) 对 于 一 个 确定 系统 (不 论 它 是 常 参数 系统 ,还 是 变 参 数 系统 ) ,在 受到 确定 激励 作 
用 时 ,响应 也 是 确定 的 。 这 类 振动 称 为 确定 振动 。 

(2) 对 于 确定 系统 ,在 受到 随机 激励 作用 时 ,系统 的 响应 是 随机 的 。 这 类 振动 称 为 随 
机 振动 ,随机 振动 只 能 用 概率 统计 的 方法 描述 

对 于 随机 结构 系统 来 说 ,无 论 是 受到 确定 激励 ,还 是 随机 激励 作用 ,其 响应 均 为 随机 
的 。 这 类 振动 称 为 随机 结构 (系统 ) 振 动 。 

此 外 ,还 可 以 按 激励 的 控制 方式 分 类 如 下 : 

(1) 自由 振动 : 系统 受 初始 激励 作用 后 不 青 受 外 界 激励 作用 的 振动 。 它 一 般 指 的 是 
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弹性 系统 偏离 平衡 状态 以 后 ,不 再 受 外 界 激励 作用 的 情形 下 所 发 生 的 振动 。 

(2) 强迫 振动 : 系统 在 外 界 控制 的 激励 作用 下 的 振动 。 它 指 的 是 弹性 系统 在 受 外 界 
控制 的 激励 作用 下 发 生 的 振动 。 此 时 ,即使 振动 被 完全 抑制 ,激励 照样 存在 。 

(3) 自 激 振动 : 系统 在 自身 控制 的 激励 作用 下 的 振动 。 它 指 的 是 激励 受 系统 振动 本 
身 控制 的 振动 ,在 适当 的 反馈 作用 下 ,系统 会 自动 地 激 起 定 幅 振动 。 但 一 旦 振动 被 抑制 ， 
激励 也 就 随 之 消失 。 

(4) 参 激 振动 : 系统 自身 参数 变化 激发 的 振动 。 这 种 激励 方式 是 通过 周期 地 或 随机 
地 改变 系统 的 特性 参数 来 实现 的 。 


1.5 ”振动 问题 及 其 解决 方法 


1. 振动 问题 


不 论 是 确定 的 还 是 随机 的 振动 问题 ,一般 说 来 ,无 非 是 在 激励 .响应 以 及 系统 特性 一 
者 之 中 已 知 二 者 求 第 三 者 。 

(1) 在 激励 条 件 与 系统 特性 已 知 的 情形 下 , 求 系统 的 响应 ,就 是 所 谓 振 动 分 析 。 

(2) 在 激励 与 响应 均 为 已 知 的 情形 下 ,来 确定 系统 的 特性 ,就 是 所 谓 振动 特性 测定 或 
系统 识别 。 

(3) 在 一 定 的 激励 条 件 下 ,如 何 来 设计 系统 的 特性 ,使 得 系统 的 响应 满足 指定 的 条 
件 ,这 就 是 所 谓 振 动 综合 或 振动 设计 。 

(4) 在 系统 特性 和 响应 已 知 的 情形 下 , 求 激励 , 即 判 别 系 统 的 环境 特性 ,就 是 所 谓 振 
动 环境 预测 。 

实际 的 振动 问题 往往 是 错综复杂 的 , 它 可 能 同时 包含 分 析 、 识 别 、 测 定 、 综 合 、 设 计 、 预 
测 等 几 个 方面 的 问题 。 通 常 ,将 实际 问题 抽象 成 为 力学 模型 ,实质 上 就 是 一 个 系统 识别 的 
问题 ,进而 针对 系统 模型 列 式 求解 的 过 程 ,实质 上 就 是 振动 分 析 的 过 程 。 而 分 析 并 不 是 问 
题 的 终结 ,分 析 的 结果 还 必须 用 于 改进 设计 或 者 排除 故障 (实在 的 或 潜在 的 ) ,这 就 是 振动 
设计 或 综合 的 问题 。 


2. 解决 振动 问题 的 方法 

解决 振动 问题 的 方法 ,不 外 乎 是 理论 分 析 方 法 与 实验 研究 方法 ,二 者 是 相辅相成 的 。 
在 大 量 实 践 和 科学 实验 基础 上 建立 起 来 的 理论 , 反 过 来 对 实践 起 一 定 的 指导 作用 。 而 从 
理论 分 析 得 到 的 每 一 个 结论 都 必须 通过 实验 的 验证 ,并 经 受 实践 的 检验 ,才能 确定 它 是 否 
正确 。 在 振动 问题 的 理论 分 析 中 大 量 地 应 用 了 数学 工具 ,特别 是 计算 机 与 计算 技术 的 日 
益 发 展 为 解决 复杂 振动 问题 提供 了 有 力 的 工具 。 
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1.6 自由 度 


确定 一 个 振动 系统 空间 位 置 所 需要 的 独立 坐标 的 个 数 , 称 为 振动 系统 的 自由 度 。 

例如 ,图 1. 6-1 所 示 的 系统 ,只 需要 用 一 个 独立 坐标 就 可 以 完全 确定 振动 系统 的 位 
置 ,所 以 称 它们 为 单 自 由 度 系统 。 图 1. 6-1(Ca) 用 偏离 平衡 位 置 的 坐标 zx, 图 1.6-1(Cb) 用 在 
铅 垂 平面 内 单 摆 摆 动 的 偏 角 90, 图 1. 6-1(c) 用 绕 定 轴 作 扭 振 的 扭 摆 的 摆 角 w。 


可 


图 1.6-2 给 出 了 两 自由 度 的 几 个 例子 : 图 1. 6-2(a) 假 定 其 中 的 质量 A,B 只 能 沿 直 线 
平 动 ;图 1. 6-2(b) 圆 盘 C,D 只 能 绕 固定 轴 转 动 ; 图 1. 6-2(c) 刚 杆 EF 限于 在 一 个 铝 垂 平 
面 内 运动 , 且 其 重心 限于 沿 铅 垂 线 运 动 。 确 定 这 些 振动 系统 的 空间 位 置 ,各 需要 两 个 独立 


坐标 。 
ww 
(a) (b) (c) 


图 1.6-2 





(c) 
1.6-1 


弹性 连续 体 可 以 看 作 由 无 数 质点 组 成 ,各 个 质点 之 间 有 着 弹性 连接 ,只 要 满足 连续 性 
条 件 , 各 个 质点 的 任何 微小 位 移 都 是 可 能 的 。 因 此 ,一 个 弹性 连续 体 有 无 限 多 个 自由 度 。 


1.7 单位 


国际 单位 制 (SD 包括 : @7 个 明确 定义 的 基本 单位 ; 避 派 生 单位 ; 图 补充 单位 。 基 本 
单位 在 量 纲 上 是 独立 的 ,如 表 1. 7-1 所 示 。 一 些 基本 单位 按 代数 关系 连 在 一 起 组 成 的 单 
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位 称 为 派生 单位 。 不 少 派 生 单位 具有 专门 的 名 称 和 符号 ,如 表 1.7-2 所 示 。 补 充 单 位 构 
成 第 三 组 SI 单位 ,如 表 1.7-3 所 示 。 


表 1.7-1 SI 基本 单位 举例 




















量 单位 名 称 | 单位 符号 说 明 

长 度 x ”| 用 氮 (krypton)-86 灯 的 波长 来 定义 : 1 米 长 度 等 于 拨 -86 原子 在 能 
(length) 级 2pi, 和 5d; 间 转 变 时 的 真空 辐射 波长 的 1650763.73 倍 。 

质量 千克 k 其 标准 原 器 是 一 个 铀 - 镀 (platinumr-iridium ) 圆柱 体 。 藏 于 法 国 
(mass) | | 8 | Seévres 地 方 的 地 下 室内 。 

时 间 秘 。 由 原子 共振 频率 来 定义 : 1 秒 等 于 饮 (cesium)-133 原子 在 基态 的 
(time) . 两 个 超 精 细 能 级 间 跃 迁 时 辐射 波 的 9 192 631 770 个 周期 的 时 间 。 


表 1.7-2 SI 派生 单位 举例 














量 单位 名 称 单位 符号 用 基本 单位 表示 
面积 (area) 平方 米 | m’ 
体积 (volume) 立方 米 mm 
速度 (velocity) 米 每 秘 m/s 
加 速度 (acceleration) 米 每 二 次 方 秒 m/s’ 
密度 (质量 密度 ) (mass density) 千克 每 立方 米 kg/m 
比 容 (specific volume) 立方 米 每 干 克 m’ /kg 
频率 (frequency) 赫 [ 效 ] Hz S 1 
力 (force) 牛 [ 顿 J N m。kg。s 
应 力 (stress) 帕 [ 斯 卡 ] Pa mm Kg。 
能 量 . 功 (energy、work) 焦 [ 丁 ] J m *kg*s 
功率 (power) 瓦 [ 特 ] W m2。kg。Ss 
力矩 (mormnent of force) 牛 [ 顿 ] 米 N.m m "kg*.s’?’ 





表 1.7-3 SI 补充 单位 举例 













量 
平面 角 (plane angle) 

角速度 (angular velocity) 

角 加 速度 (angular acceleration) 


单位 名 称 单位 符号 
rad 
rad/s 


rad/s’ 





弧度 
弧度 每 秒 
弧度 每 二 次 方 秒 








单 自由 度 系 统 的 自由 振 翅 








eh 
的 响应 ,通常 称 为 自由 振动 。 自 由 振动 是 没有 外 界 能 量 补充 的 振动 。 保 守 系 统 在 自由 振动 
过 程 中 ,由 于 总 机 械 能 守恒 ,动能 和 势能 相互 转换 而 维持 等 幅 振 动 , 称 为 无 阻尼 自由 振动 。 
但 实际 系统 不 可 避免 存在 阻尼 因素 ,由 于 机 械 能 的 耗 散 ,使 自由 振动 不 能 维持 等 幅 而 趋 于 误 
减 , 称 为 有 阻尼 自由 振动 。 某 些 实际 的 机 械 或 结构 系统 的 振动 问题 有 时 可 以 简化 为 单 自 由 
度 系统 的 振动 ,本 章 只 讨论 最 简单 的 振动 系统 , 即 单 自 由 度 系统 的 自由 振动 。 以 质量 -弹簧 
系统 为 简化 的 力学 模型 。 所 讨论 系统 的 动力 学 方程 为 常 系数 线性 微分 方程 。 系 统 的 无 阻尼 
振动 频率 为 系统 固有 的 物理 参数 , 称 为 固有 频率 ,振幅 取决 于 初始 扰动 的 大 小 。 阻 尼 振 动 的 
固有 频率 小 于 无 阻尼 情形 。 临 界 阻尼 和 大 阻尼 条 件 下 的 系统 作 非 往复 的 衰减 运动 。 


2.1 简 谐振 动 


最 简单 的 单 自 由 度 振动 系统 就 是 一 个 弹簧 连接 一 个 质量 的 系统 ,如 图 2. 1-1 所 示 的 
质量 -弹簧 系统 。 在 光滑 的 水 平面 上 ,质量 为 m 的 物体 用 不 计 重量 的 弹簧 连 至 定点 D , 弹 
筑 原 长 为 ,轴线 成 水 平 。 沿 弹簧 轴线 取 坐 标 轴 z, 以 弹簧 不 受 力 时 的 右 端 位 置 O 为 原 
点 ,向 右 为 正 。 假 定 物体 只 限于 沿 坐标 轴 z 进行 直线 
运动 , 则 物体 在 任 一 瞬时 的 位 置 可 以 由 坐标 zx 完全 确 
定 ,所 以 系统 是 单 自由 度 系 统 。 

作用 于 物体 上 的 力 , 除 重力 与 光滑 水 平面 的 反 力 
互相 抵消 外 ,只 有 弹 得 力 。 在 原点 O, 弹 簧 力 等 于 零 ， 
这 是 物体 的 静 平 衡 位 置 。 当 物体 从 该 位 置 偏 离 x 时 ， A 
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设 在 原点 O 的 右 侧 ,z 为 正 值 ,弹簧 受 拉 伸 , 它 作用 于 物体 的 力 水 平 向 左 ; 设 在 原点 O 的 
左 侧 ,z 为 负 值 ,弹簧 受 压 缩 , 它 作用 于 物体 的 力 水 平 向 右 。 可 见 弹簧 力 总 是 指向 原点 O， 
力图 使 物体 回 到 静 平 衡 位 置 , 这 种 力 称 为 恢复 力 。 

假设 把 物体 从 位 置 O 向 右 拉 至 距离 x。 后 ,静止 地 放 开 ,物体 将 在 弹簧 力 的 作用 下 向 
左 加 速 运动 ; 回 到 位 置 O 时 ,弹簧 力 变 为 零 , 但 物体 具有 速度 ,由 于 惯性 将 继续 向 左 运 动 ; 
越过 原点 O 后 ,弹簧 力 使 物体 减速 ,直到 速度 等 于 零 ,此 时 弹 筑 力 又 使 物体 向 右 运动 。 这 
样 物体 将 在 平衡 位 置 附近 进行 往复 运动 。 在 没有 阻尼 的 理想 条 件 下 ,这 种 运动 一 经 开始 ， 
就 会 无 限期 地 持续 进行 , 永 不 停止 。 

令 & 表 示 弹 簧 的 刚度 系数 , 即 弹 簧 发 生 单位 变形 时 所 受 的 力 ,的 单位 取 为 NMm。 在 
一 般 工 程 问题 中 ,系数 & 可 以 视 为 常数 ,因而 弹性 力 与 弹簧 的 变形 成 正比 (在 弹性 范 
围 内 )。 

设 在 某 一 瞬时 1, 物体 的 位 移 为 x, 则 弹 得 作用 于 物体 的 力 为 一 kr ,以 和 分 别 表 示 
物体 的 速度 与 加 速度 。 由 牛顿 定律 ,有 

mi =— kr (2.1-1) 


wn 一 /< (2, 1-2) 
m 


这 里 w, 二 VE/m 为 系统 的 固有 频率 。 方 程 (2. 1-1) 改 写 为 





引入 参数 


之 十 oz 一 0 (2.1-3) 
这 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 。 容 易 证 明 方 程 (2. 1-3) 的 解 具有 下 面 的 一 般 形式 
X(t) = Aicos wt A,sin wt (2.1-4) 


式 中 ,4A, 和 A; 是 取决 于 初始 位 置 ze 一 z(0) 和 初始 速度 二 = 之 (0) 的 积分 常数 。 为 了 方 
便 起 见 , 引 入 符号 

Oz Al= Acos$g, A, 一 Asing 或 

© A = Asing, A;: = Acosp (2.1-5) 
从 而 得 出 


DA= VATA, $= arctan A 或 
1 


@OA= vAi+Ai, p= arctan 多 (2.1-6) 
2 


将 式 (2. 1-6) 代 入 式 (2. 1-4), 并 用 三 角 关 系 式 四 cos ucos B 十 sin asin 8 一 cos(a 一 DB)， 
@sin acos 8 十 cos asin 8 二 sin(a 十 B) ,其 解 可 以 改写 为 

QD xr) = Acos(wnt 一 力 或 @ zr) = Asin(w,t 9) (2.1-7) 
式 中 ,常数 A 和 gg (8 二 x/2 一 pg) 分 别称 为 振幅 和 相 角 。 因 为 A 和 9 取决 于 A 和 A4: ,所 以 
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它们 也 是 取决 于 初始 条 件 x。 和 <。 的 积分 常数 。 方 程 (2. 1-7) 说 明 该 系统 以 固有 频率 wm 
作 简 谐振 动 。 凡 是 位 移 可 以 按时 间 的 正弦 冰 数 (或 余弦 函数 ) 所 作 的 振动 ,都 称 为 简 谐 
振动 。 

利用 图 2. 1-2 中 的 矢量 图 进一步 讨论 谐 波 振动 的 性 质 。 


xb) ’ 





~ 








如 图 2.1-2(a) 所 示 , 如 果 4 代表 大 小 为 A 的 矢量 ,而 且 它 与 垂直 轴 z 的 夹 角 为 wi 一 
$8 或 wt 十 9g), 那 么 矢量 A 在 x 轴 上 的 投影 就 表示 解 D x(1) 三 Acos(Caonf 一 少 )， 
@ rt) 二 Asin(wst 十 9)。 当 wt 一 $8( 或 w,t 十 p) 角 随时 间 线 性 增 大 时 ,意味 着 整个 图 形 以 
角速度 ws 按 逆 时 针 方 向 转动 。 当 图 形 转动 时 ,其 投影 成 谐 波 变化 ,所 以 每 当 矢 量 4 扫 过 
2r 角 ,运动 就 会 出 现 重 复 。 

振动 重复 一 次 所 需要 的 时 间 间 隔 称 为 振动 周期 工 。 在 简 谐 振动 的 情况 下 ,每 经 过 一 
个 周期 ,相位 就 增加 2x, 因 此 [ws (i 十 本 十 gj 一 (wt 十 g) 二 2x, 故 有 


T= 和 (2.1-8) 


实际 上 , 工 代表 发 生 一 次 完整 运动 所 需要 的 时 间 , 周 期 通常 以 s 计 。 在 单位 时 间 内 振动 重 
复 的 次 数 , 称 为 振动 频率 / ,有 


/= 二 = 全 = 下 (2.1-9) 
频率 的 单位 为 次 /s, 称 为 Hz。 
物体 偏离 平衡 状态 后 ,在 恢复 力作 用 下 进行 的 振动 即 自由 振动 。 固 有 频率 就 是 振动 
系统 自由 振动 时 的 圆 频率 。 
用 初始 条 件 来 表示 二 阶 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 的 积分 常数 。 设 在 初 瞬 时 :一 0， 
物体 有 初 位 移 x 二 x 与 初速 度 工 =zo, 则 代 人 式 (2.1-4) 及 其 一 阶 导 数 , 不 难 证 明 振动 系 
统 对 初始 条 件 ze ,zs 的 响应 为 
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X(t) 一 Yocos wn 1 sin on t (2.1-10) 


比较 方程 (2. 1-4) 和 式 (2. 1-10) ,并 利用 方程 (2. 1- 6) 可 以 得 到 振幅 A 和 相 角 ”的 值 。 








A 一 妇 十 ( 宇 ) ， 人 $ = arctan 二 或 © p = arctan 各 富 (2.1-11》 
rn wn ! 2o 


由 前 述 可 知 , 简 谐振 动 的 振幅 与 初 相 角 , 随 初始 条 件 的 不 同 而 改变 ;而 振动 频率 和 周 

期 , 则 唯一 地 决定 于 振动 系统 参数 ,与 初始 条 件 无 关 , 它 们 是 振动 系统 的 固有 特征 。 
以 上 分 析 了 物体 沿 水 平方 向 进行 的 振动 ,物体 在 静 平衡 位 置 时 , 弹 得 : 
无 变形 。 现 在 来 看 由 弹簧 悬挂 的 物体 (图 2. 1-3) 沿 铅 垂 方向 的 振动 。 
当 振 动 系统 为 静 平 衡 时 ,弹簧 在 重力 mg 的 作用 下 将 有 静 伸 长 


6. = Ee (2.1-12) 


取 铅 垂 坐标 轴 zx, 以 静 平衡 位 置 为 原点 O, 向 下 为 正 , 在 物体 从 静 平衡 位 置 

离开 x 时 ,弹簧 将 有 伸 长 8. 十 x( 其 中 x 是 代数 值 ,向 下 为 正 ,向 上 为 负 )， 

它 作 用 于 物体 的 力 等 于 一 &(6, 十 x)。 在 重力 与 弹 得 力 的 作用 下 ,物体 的 
运动 微分 方程 为 图 2.13 

mi = mg —k(6. 二 x) (2.1-13) 

因为 mg 二 6,, 上 式 仍 可 简化 为 m2 二 一 妖 , 即 式 (2.1-1) ,可 见 前 面 关于 物体 沿 光滑 平面 运 
动 的 讨论 ,同样 适用 于 对 物体 沿 铅 垂 方向 的 振动 ,只 要 取 物 体 的 静 平 衡 位 置 为 坐标 原点 。 

从 弹簧 的 静 变形 可 以 方便 地 计算 出 振动 系统 的 固有 频率 。 因 为 由 式 (2.1-12) 有 


一 交代 人 方程 (2. 1-2) ,得 
wn 一 A 亲 (2. 1]-14) 


例 2.1-1 均匀 悬 璧 梁 长 为 ,弯曲 刚度 为 EJ ,重量 不 计 ,自由 端 附 有 重 为 二 mg 的 
物体 ,如 图 2.1-4 所 示 。 试 写 出 物体 的 振动 微分 方程 ,并 求 出 频率 。 

| n ,， 解 : 由 材料 力学 知 ,在 物体 重力 的 作用 下 , 梁 的 自由 
oo 中 可 端 将 有 静 挠 度 








k 


m 








图 2.1-4 这 里 ,悬臂 梁 起 着 弹簧 的 作用 ,自由 端 产生 单位 静 变 形 所 
需要 的 力 就 是 梁 的 弹簧 系数 





梁 端 物体 的 振动 微分 方程 为 
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_ 31 
EN 
即 
yy 十 3EJ) 一 0 
ml 
则 频率 为 
,1 /3EJ 
7 一 2 AM mil’ 


例 2.1-2 可 绕 水 平 轴 转 动 的 细 长 杆 , 下 端 附 有 重 锤 ( 直 杆 的 重量 和 锤 的 体积 都 可 以 
不 计 ) ,组 成 单 摆 , 也 称 数 学 摆 。 杆 长 为 /, 锤 重 为 P=mg, 试 求 摆 的 运 
动 微分 方程 及 周期 。 

解 : 如 图 2.1-5 所 示 的 摆 的 铝 垂 位 置 OS 是 静 平衡 位 置 。 当 摆 从 
该 位 置 偏离 9 角 时 ,重力 分 量 ( 切 向 ) Psing 力图 使 摆 回 到 静 平衡 位 置 。 
m ”这 里 重力 起 着 弹 得 作用 。 

取 偏 角 9 为 坐标 ,从 平衡 位 置 出 发 ,以 递 时 针 方 向 为 正 , 锤 的 切 向 
加 速度 为 19 , 故 有 运动 微分 方程 为 


ml?0 =— mglsing 








图 2.1-5 


假定 角 9 不 大 ,可 令 sin 96~0, 则 上 式 简 化 为 
5+70 一 0 
故 


则 振动 周期 为 
T= 2 = 2x 二 
例 2.1-3 ”可 绕 水 平 轴 摆 动 的 物体 , 称 为 复 摆 ( 也 称 为 物理 摆 )。 设 物体 的 质量 为 m， 
对 轴 O 的 转动 惯量 为 1 ,重心 G 至 轴 O 的 距离 为 *, 如 图 2.1-6 所 示 , 求 
复 摆 微 幅 振动 的 微分 方程 及 振动 周期 。 
解 : 取 偏 角 9 为 坐标 ,以 逆 时 针 方 向 为 正 , 复 摆 绕 定 轴 转 动 的 微分 方 
程 可 列 为 


T6 =— mgssing 
假定 角 9 不 大 ,可 令 sin 62z0, 则 上 式 简 化 为 
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6 十 9=0 





这 就 是 振动 微分 方程 , 故 


则 振动 周期 为 
I 


Wn megs 

计算 形状 复杂 的 机 器 部 件 的 转动 惯量 相当 困难 ,上 式 提供 了 用 试验 确定 工 的 一 个 方 
法 : 设 物体 的 重量 mg 与 距离 * 均 已 知 ,并 由 实测 定 出 振动 周期 ,就 容易 算出 转动 惯 
量 1。 

例 2.1-4 ， 铅 垂 圆 轴 , 上 端 固定 ,下 端 装 有 水 平 圆 盘 , 组 成 扭 摆 , 如 图 2. 1-7 所 示 。 设 
有 力矩 使 圆 盘 及 圆 轴 下 端 绕 铝 垂 轴 转 过 某 一 角度 9 后 突然 释放 , 则 
圆 盘 将 在 水 平面 内 进行 扭转 振动 。 已 知 圆 轴 的 扭转 弹簧 系数 (使 轴 
的 下 端 产生 单位 转角 所 需 的 扭矩 ) 为 &CN。my/rad) ,质量 不 计 , 圆 盘 ~ 
对 转轴 的 转动 惯量 为 1, 求 扭 摆 的 振动 微分 方程 及 周期 与 频率 。 

解 : 设 0 为 圆 盘 相 对 于 静 平衡 位 置 的 角 坐 标 。 作 用 在 圆 盘 上 的 
恢复 扭矩 为 M= 一 46, 式 中 负 号 表示 恢复 扭矩 的 符号 恒 与 扭 角 的 符 
号 相反 ,根据 刚体 绕 定 轴 转 动 微分 方程 ,有 .17 


10 二 一 始 





或 


故 


2r / 工 
T = 一 个 一 2rA/ 
一 如一 工 /kk 
f= 2xNI 
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2.2 能 量 法 


对 于 能 量 无 耗 散 的 振动 系统 ,在 自由 振动 时 系统 的 机 械 能 守恒 。 令 本 与 U 分 别 代表 
振动 系统 的 动能 与 势能 ,有 


TT 十 U = 常数 (2.2-1) 
这 就 是 应 用 于 振动 系统 的 能 量 守 恒 原 理 。 对 时 间 求 导 ,得 
4T+LU =0 (2.2-2) 
dt 


以 具体 振动 系统 的 能 量 表达 式 代 入 上 式 , 化 简 后 即 可 得 出 描述 振动 系统 自由 振动 的 微分 
方程 。 

如 果 取 平衡 位 置 为 势能 零点 ,根据 自由 振动 的 特点 ,系统 在 平衡 位 置 时 ,系统 的 势能 
为 零 ,其 动能 的 极 大 值 Tu 就 是 全 部 机 械 能 ,而 在 振动 系统 的 极端 位 置 时 ,系统 的 动能 为 
零 , 其 势能 的 极 大 值 U。. 等 于 其 全 部 的 机 械 能 。 由 机 械 能 守恒 定律 ,有 

Tox 一 Us (2.2-3) 

只 要 振动 系统 的 自由 振动 是 简 谐振 动 , 则 由 方程 (2.2-3) 可 以 直接 得 出 系统 的 固有 频率 。 
不 需要 列 出 振动 微分 方程 。 

例 2.2-1 有 一 个 重量 为 W, 半 径 为 r 的 实心 圆柱 体 ,在 半径 为 RR 的 圆柱 形 面 上 无 滑 
动 地 滚动 ,如 图 2.2-1 所 示 。 假 设 该 滚动 的 圆柱 体 
进行 简 谐 运动 , 试 求 它 绕 平衡 位 置 作 微小 摆动 时 的 
固有 频率 os 。 

解 : 圆柱 体 在 摆动 时 有 两 种 运动 : 移动 和 滚 
动 。 设 9 坐标 如 图 2.2-1 所 示 。 

摆动 时 圆柱 体 中 心 C 点 的 速度 及 圆柱 体 的 角 
图 2.2-1 速度 分 别 为 


ve 一 (R—r)0, w 一 (6 





系统 的 动能 工 为 











1 2 1 :lVW 2 02 1/1W.; 及 一 ro 
T=amet slew a gt + (ar )( 7 ) 4 
=3 VR) 
4 8 


圆柱 体 的 势能 为 相对 于 最 低位 置 O 的 重力 势能 。 若 选 圆柱 体 中 心 C 在 运动 过 程 中 
的 最 低 点 为 零 势 能 点 , 则 系统 的 势能 为 
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U=WR- nO cos 0) — 2W(R— nsin’ ($) 


当 圆柱 体 作 微 摆动 时 ,sin( 占 ~ 多 ,因此 系统 的 势能 为 


U = FWR— 
由 式 (2.2-2), 有 
d _d 3W .2D2 1 四 2 
全 T 十 D) = 二 | oR- + WR 0 | 
= 六 TR—n°06 H+W(R—r)060 =0 
上 式 可 以 简化 为 
28 
9 t+ aR 9 
故 系 统 固 有 频率 为 





一 / 28 
on 3CR—r) 


系统 的 固有 频率 也 可 以 用 T,,, 二 Ui 来 计算 , 设 系 统 作 自由 振动 时 的 变化 规律 为 
0 = Asin(w,t + 9) 
则 系统 的 最 大 动能 为 


系统 的 最 大 势能 为 


则 得 固有 频率 w 同 前 。 
例 2.2-2 细 杆 OA 可 绕 水 平 轴 O 转动 ,如 图 2. 2-2 所 示 , 在 静 平 衡 时 成 水 平 。 杆 端 
锤 的 质量 为 m, 杆 与 弹簧 的 质量 均 可 略 去 不 计 , 求 自由 振 
动 的 微分 方程 及 周期 。 
解 : 在 杆 有 微小 偏 角 p 时 , 弹 壬 的 伸 长 以 及 锤 的 位 移 
与 速度 可 以 近似 地 表示 为 ap,le 与 12。 故 振动 系统 的 动 
能 与 势能 可 以 表示 为 








T= FmlG), U 一 Fk(ag)’ 2.2-2 


(平衡 位 置 为 零 势能 点 ,U 一 二 k (8! 一 0) 一 mgiy,61 一 ag 十 6.,6, 一 6., 平 衡 时 k6.4 一 mgl。) 
代入 方程 (2. 2-2) 有 
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d[1 2 工 2] 
号 | 5 YF +k(ap) |=0 


由 此 可 得 
+t) eo- 
固有 频率 为 
a /下 
wa m 
周期 为 
2xl /m 
7 
2.3 瑞 利 法 


在 前 面 的 讨论 中 ,都 假设 弹簧 总 的 质量 是 可 以 忽略 不 计 的 。 这 样 的 简化 ,在 许多 实际 
问题 中 可 能 已 经 足够 准确 了 。 但 在 有 一 些 工 程 问题 中 弹簧 本 身 的 质量 可 能 占 系 统 总 质量 
的 一 定 比例 ,而 不 能 被 忽略 。 如 果 忽 略 这 部 分 弹簧 的 质量 ,将 会 导致 计算 出 来 的 固有 频率 
偏 高 。 如 何 考 虑 弹簧 本 身 的 质量 ,以 确定 其 对 振动 频率 的 影响 , 瑞 
利 (Rayleigh) 提 出 了 一 种 近似 方法 , 它 运用 能 量 原 理 ,把 一 个 分 布 
质量 系统 简化 为 一 个 单 自由 度 系 统 , 从 而 把 弹簧 分 布 质量 对 系统 频 
率 的 影响 考虑 进去 ,得 到 相对 准确 的 固有 频率 值 。 

现 以 图 2. 3-1 所 示 的 质量 - 弹 敌 系统 为 例 说 明 瑞 利 法 的 应 用 。 
在 应 用 瑞 利 法 时 ,必须 先 假设 一 个 系统 的 振动 形式 , 设 弹簧 在 振动 
过 程 中 变形 是 均匀 的 , 即 弹簧 在 连接 质量 块 的 一 端 位 移 为 x, 弹簧 


(处 于 平衡 位 置 时 ) 轴 向 长 度 为 i, 则 距 固定 端 w 处 的 位 移 为 也 x 。 因 





2.3-1 


此 , 当 质 量 块 m 在 某 一 瞬时 的 速度 为 工时 ,弹簧 在 x 处 的 微 段 du 的 相应 速度 为 了 之 。 
设 o 为 弹簧 单位 长 度 的 质量 , 则 弹簧 微 段 du 的 动能 为 


整个 弹簧 的 动能 为 
T= 二 p| ( 罕 ) ie 一 二 人民 宇 (2.3-1) 


而 整个 系统 的 总 动能 为 质量 块 m 的 动能 与 弹簧 质量 的 动能 之 和 。 在 质量 块 经 过 静 平 衡 
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位 置 时 ,系统 最 大 动能 为 





To 二 二 加 hw 十 方 全 总, = (mn 二 全 2 (2. 3-2) 
系统 的 势能 将 仍 和 忽略 弹簧 质量 时 一 样 为 
Uo = hr (2. 3-3) 
由 Tw 二 Us 可 得 
; (m+ 2 = hr (2.3-4) 





对 于 简 谐振 动 ,T=Asin(w,tt 9) ;Tmax 一 入 ,区 max 一 wo 入 ,代入 得 


= / - 
一 /元 二 5773 (2. 3-5) 


式 中 ,pl 为 弹簧 的 总 质量 。 可 见 弹 得 质量 对 于 频率 的 影响 相当 于 在 质量 mm 上 再 加 1/3 弹 
簧 质量 的 等 值 质 量 ,这 样 就 可 以 把 弹簧 质量 对 系统 的 固有 频率 的 影响 考虑 进去 。 

应 用 瑞 利 法 求解 系统 自由 振动 的 固有 频率 时 ,所 假定 的 振动 形式 越 接近 实际 的 振动 
形式 ,所 得 近似 值 就 越 接近 准确 解 。 实 践 证 明 , 以 静 变 形 作 为 假定 的 振动 形式 ,所 得 近似 
解 与 准确 解 比较 ,一 般 来 说 误差 是 很 小 的 。 

例 2.3-1 设 一 均 质 等 截面 简 支 梁 ,如 图 2.3-2 所 示 , 在 中 间 有 一 集中 质量 m, 如 把 梁 
本 身 质量 考虑 在 内 , 试 计算 此 系统 的 固有 频率 和 梁 的 等 效 质量 。 








2.3-2 


解 : 假定 梁 在 自由 振动 时 动 挠 度 曲 线 和 简 支 梁 中 间 有 和 集中 静 载荷 mg 作用 下 的 静 搁 
度 曲 线 一 样 。 由 材料 力学 可 知 ,位 于 距 支 座 距离 x 处 的 任 一 单元 的 位 移 表 达 式 为 
302 六 一 4z3 











3》 一 在 每 (34 六 一 4z3) 一 y 7 
式 中 ,yn 为 中 点 找 度 。 根 据 材 料 力学 有 
_ meli 
2 ”和 可 


设 p 为 梁 单 位 长 度 的 质量 ， 整个 梁 的 动能 为 


T=-2 3 y (5% EE ) dr = 4 (Mp7)ys 








机 械 振 动 
可 见 梁 的 等 效 质量 为 





因为 是 简 谐 振动 , 设 
yn = Asin(w,t t+ 9) 





则 
yn 一 Awncos(wt 9) 
.3x4r 
> Ym Bi 
系统 的 最 大 总 动能 为 
1 17 ,2 ll 17 2 2 
hn = ("+ ) 2 (m+ 35p!) wn 
而 梁 的 最 大 弹性 势能 仍 为 
1 一 工 
Umax 一 2 RY max 7 KA 
由 Ta 一 LU。 x 得 
1 17 la? 
3 (m+ a50!)A w= FA 
得 








Ek 
~ Vz (17/35)p1 
式 中 ,kk 为 梁 的 弹簧 刚度 ,对 于 简 支 梁 带 有 中 间 集 中 质量 时 





下 面 证 明 一 个 等 截面 全 臂 梁 (图 2. 3-3) 在 自 由 端的 等 效 质量 为 六 pl 。 假定 梁 自 由 


振动 时 的 振动 形式 和 悬臂 梁 在 自由 端 加 一 集中 静 载 
荷 时 的 静 挠 度 曲线 一 样 。 
由 材料 力学 知 ,在 梁 自 由 端 静 载荷 己 的 作用 下 ， 


悬臂 粱 自由 端的 搁 度 为 9 一 二 人 ,截面 处 的 挠 度 为 
图 2.3-3 37z2 一 
人) 
假定 在 自由 振动 中 , 梁 各 点 的 振幅 仍 近似 地 按 比例 , 即 设 
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其 中 ,yo。 为 梁 自 由 端的 振幅 。 设 质量 m 的 自由 振动 可 表示 为 yosin wsi, 而 梁 的 振动 可 表 
示 为 


YX) = yr sin wt 
全 梁 动 能 的 最 大 值 为 
1 Yo 2 加 1 33 
了 uax 一 Down :| y (xr)dr = 到 po (六 ) T (31z2 — x3 ?dr 一 Solo? 
故 整 个 系统 动能 的 最 大 值 为 


To = 豆 (" 二 00! )e ” 


而 系统 势能 的 最 大 值 为 


1 ,， 1 3EJ ， 
Ux 一 kyo 一 2 Z3 yo 





3EJ/B 
m+ (33/140)p! 





2.4 等 效 刚 度 系数 


弹簧 刚度 系数 就 是 使 弹簧 产生 单位 变形 所 需要 的 力 或 力矩 。 任 何 弹性 体 都 可 以 看 成 弹 
簧 。 根 据 定义 , 设 指定 方向 的 位 移 为 x, 在 该 方向 所 要 施加 的 力 为 F, 则 等 效 刚度 系数 为 


= (2.4-1) 


同一 弹性 元 件 ,根据 所 要 研究 的 振动 方向 不 同 , 弹 簧 刚度 系数 亦 不 同 。 以 一 端 固定 的 等 直 
物体 为 例 ( 图 2.4-1) 说 明 等 效 刚度 系数 的 确定 。 

设 此 等 直 物 体 长 为 /, 截 面积 为 A ,截面 惯性 矩 为 了 ,截面 极 惯性 
甜 为 J], 材料 弹性 模 量 为 ,前 切 弹 性 模 量 为 G。 设 Oxy 坐标 如 
图 2.4-1 所 示 ,。 试 确定 自由 端 B 处 在 x 方向.y 方向 和 绕 x 轴 转 动 方 
向 的 刚度 系数 。 

确定 沿 方向 的 刚度 时 ,在 B 处 沿 7 方向 施加 一 垂直 力 眉 。 根 
据 材料 力学 知 ,B 点 在 xz 方向 的 位 移 为 


FL 
EA 





XB 


B 点 在 z+ 方 向 的 刚度 系数 为 








| 





常 称 这 种 刚度 为 村 的 拉 压 刚度 。 
确定 沿 y 方向 的 刚度 时 ,在 B 点 沿 y 方向 施加 一 横向 力 P。 这 时 等 直 物 体 作 弯 曲 变 
形 ,根据 材料 力学 知 ,B 点 沿 y 方向 的 位 移 为 





B 点 沿 y 方 向 的 刚度 系数 为 





常 称 这 种 刚度 为 梁 的 弯曲 刚度 。 
确定 绕 z 轴 转 动 方向 的 刚度 时 ,需要 在 B 端 绕 xx 轴 转 动 方向 施加 一 扭矩 M。 这 时 等 
直 物 体 作 转 扭 运动 ,产生 扭 角 6。 根据 材料 力学 知 ,B 点 沿 z 轴 的 扭 角 为 


MI 
GJ 





Qs 一 


pb 


B 点 绕 工 轴 转 动 方向 的 刚度 系数 为 


常 称 这 种 刚度 为 轴 的 扭转 刚度 。 
同样 ,对 于 螺旋 弹簧 ,在 承受 轴 向 拉 伸 或 压缩 .扭转 与 弯曲 变形 时 ,刚度 系数 分 别 为 
k= C4 k= Ea, k= Ee ( 1 ) 
64nD 32nD \1 + E/2G 
式 中 ,E 为 弹性 模 量 ,G 为 剪 切 模 量 ,d,D 分 别 为 筑 丝 、 簧 圈 直 径 ,n 为 弹 壬 有 效 圈 数 。 

工程 中 用 到 的 弹 筑 类 型 很 多 ,计算 时 需要 用 到 其 刚度 系数 ,一 般 可 以 根据 等 效 刚 度 系 
数 的 推 证 方法 加 以 推导 。 

在 振动 系统 中 常常 不 是 单独 使 用 一 个 弹性 元 件 , 而 是 串联 或 并 联 几 个 弹性 元 件 加 以 
使 用 。 这 时 和 需要 把 组 合 的 弹簧 系统 折算 成 一 个 “等 效 ” 的 弹簧, 其 等 效 弹 筑 的 刚度 应 该 和 
原来 的 组 合 弹 簧 系统 的 刚度 相等 , 即 等 效 刚度 。 

下 面 以 两 个 串联 和 并 联 的 弹 往 为 例 , 说 明 组 合 弹簧 系统 的 
hh 已 “等 效 刚度 的 计算 方法 。 
图 2.4-2(a) 所 示 是 两 个 串联 弹簧 ,刚度 系数 分 别 为 k 和 

As , 求 日 端 垂直 方向 的 刚度 时 ,在 B 端 加 一 垂直 力 , 每 个 弹簧 都 


B 
F 被 拉 伸 , 伸 长 分 别 为 志和 下。B 点 的 位 移 为 两 个 弹 自 的 总 介 
长 , 即 
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FF 
BE kk 
由 此 ,B 点 的 等 效 刚度 系数 为 
p= EE kk 
XB ki 十 
也 可 以 写成 
1 l,l1 
k k k, 


从 上 式 可 以 看 出 ,两 个 串联 弹 签 的 等 效 刚 度 比 原来 两 个 弹 得 的 刚度 都 要 小 ,也 就 是 说 ,上 串 
联 弹簧 使 系统 中 的 弹簧 刚度 降低 。 
如 果 有 ”个 弹簧 串联 ,刚度 系数 分 别 为  ,&,，… ,k, , 则 等 效 刚 度 系数 应 满足 关系 式 
1 


1， 11 _ 
天 二 下 十 志 十 十 亏 2 大 (2.4-2) 


图 2.4-2(b) 所 示 是 两 个 并 联 弹簧, 连接 两 弹簧 的 刚性 杆 在 弹簧 变形 过 程 中 保持 水 
平 。 求 B 端 垂直 方向 的 刚度 时 ,在 中 端 加 垂直 力 下 。 这 时 两 个 弹 敌 均 伸 长 ze 。 但 两 个 弹 
簧 所 受 的 力 不 相 等 ,分 别 为 krs 和 kxs。 根 据 静 力 平衡 条 件 得 

Fo= kizxst kore 

所 以 B 点 的 等 效 刚度 为 
过 一 kl 十 2 
可 见 并 联 弹簧 系统 的 刚度 是 原来 弹簧 刚度 的 总 和 , 比 原来 各 弹簧 的 刚度 都 要 大 。 

如 果 有 个 弹簧 并 联 , 其 弹簧 刚度 系数 分 别 为 ,ks，,…,&,, 则 等 效 刚度 系数 为 


k= 二 包 十 十 … ‘+h = Dh (2.4-3) 


弹簧 的 并 联 与 串联 ， 不 能 接 表面 形式 来 划分 ,应 从 力 的 分 析 来 判断 。 例如 图 2. 4-3(a) 
与 (b) 中 的 弹簧 为 串联 ,而 图 2. 4-3(c) 与 (d) 中 的 弹 移 则 属于 并 联 。 


k= 


(a) 








机 械 振 动 








2.5 有 阻尼 系统 的 自由 振动 


在 前 面 所 述 的 自由 振动 中 ,忽略 了 运动 的 阻力 ,假定 物体 由 于 任何 外 来 的 原因 离开 平 
衡 位 置 后 ,只 受到 恢复 力 的 作用 ,物体 将 在 平衡 位 置 附近 按 固 有 频率 进行 简 谐 振动 ,振动 
过 程 中 机 械 能 守恒 ,系统 保持 持久 的 等 幅 运 动 。 这 样 的 结论 显然 与 实际 不 符 ,实际 系统 振 
动 时 不 可 避免 地 存在 着 阻力 ,因而 在 一 定时 间 内 振动 将 逐渐 衰减 而 停止 。 
阻力 可 能 来 自 多 方面 。 例 如 ,两 物体 之 间 在 润滑 表面 或 干燥 表面 上 相对 滑动 时 的 阻 
力 ;物体 在 磁场 或 流体 中 运动 所 遇 到 的 阻力 ;以 及 由 于 材料 的 粘 弹 性 产生 的 内 部 阻力 等 。 
在 振动 中 ,这 些 阻 力 统 称 为 阻尼 。 
不 同 的 阻尼 具有 不 同 的 性 质 。 两 个 干燥 的 平滑 接触 面 之 间 的 摩擦 力 下 ,与 两 个 面 之 
间 的 垂直 正 压 力 N 成 正比 , 即 
F= ypN (2.5-1) 
式 中 ,y 是 摩擦 系数 ,如 果 两 个 接触 面 是 粗糙 的 ,摩擦 系数 yx 则 与 速度 有 关 , 速 度 越 快 
越 小 。 
若 两 接触 面 之 间 有 润滑 剂 ,摩擦 力 则 决定 于 润滑 剂 的 “粘性 ”和 运动 的 速度 。 两 个 相 
对 滑动 面 之 间 有 一 层 连 续 的 油膜 存在 时 ,阻力 与 润滑 剂 的 粘性 和 速度 成 正比 ,与 速度 的 方 
向 相反 , 即 
F=—ewvw (2.5-2) 
式 中 ,c 称 为 粘性 阻尼 系数 , 它 取决 于 运动 物体 的 形状 、 尺 寸 及 润滑 剂 介质 的 粘性 。 粘 性 
阻尼 由 于 与 速度 成 正比 ,又 称 线性 阻尼 。 
结构 材料 本 身 的 内 摩擦 引起 的 阻力 , 称 为 结构 阻尼 。 在 完全 弹性 材料 内 ,应变 与 应 力 的 
相位 相同 ,所 以 在 反复 爱 力 过 程 中 没有 能 量 损 失 。 而 在 粘 弹性 材料 内 ,应 变 滞后 于 应 力 , 有 
相位 差 , 所 以 在 反复 受 力 过 程 中 形成 滞后 回 线 , 因 此 要 耗 散 能 量 , 而 成 为 振动 的 阻尼 。 
阻尼 的 存在 将 消耗 振动 系统 的 能 量 , 消耗 的 能 量 转变 成 热能 和 声 能 (噪声 ) 传 出 去 。 
在 自由 振动 中 ,能 量 的 消耗 导致 系统 振幅 的 逐渐 减 小 而 最 终 使 振动 停止 。 
下 面 讨论 粘性 阻尼 的 衰减 振动 。 图 2. 5-1 表示 有 粘性 阻尼 
的 振动 系统 ,粘性 阻尼 系数 以 “表示 ,单位 为 N。s/m。 取 铅 垂 
向 下 为 坐标 轴 zx, 以 物体 的 静 平衡 位 置 O 为 原点 ,向 下 为 正 。 由 
牛顿 运动 定律 有 
mr 一 一 (一 有 (2.5-3a) 


或 





宇 十 < 这 十 rt 二 0 (2.5-3b) 
m nm 
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这 就 是 有 粘性 阻尼 的 振动 系统 的 自由 振动 微分 方程 。 为 了 求解 , 设 





ee (2.5-4) 
其 中 ,s 是 待定 常数 , 代 和 人 式 (2.5-3), 可 得 
(+ 二 在) 一 0 (2.5-5) 
ni nm 
可 见 式 (2. 5-5) 满 足 式 (2. 5-3), 亦 即 式 (2. 5-5) 是 式 (2.5-3) 的 解 ,只 要 有 
2 二 < 十 和 一 0 (2.5-6) 
mm ni 


这 个 代数 方程 称 为 方程 (2.5-3) 的 特征 方程 ,有 两 个 根 s， 和 ;, ,为 


ss 一 一 元 十 ( 志 ) 一 和 (2.5-7) 
于 是 微分 方程 (2.5-3) 的 通 解 为 
7 = Bie Be (2.5-8) 
式 中 ,B, 和 B, 为 任意 常数 ,决定 于 运动 的 初始 条 件 。 
解 式 (2.5-8) 的 性 质 决定 于 根 * 与 s; 的 性 质 。 由 式 (2, 5-7) 可 见 , 随 着 阻尼 系数 的 大 
小 不 同 , 根 号 内 的 项 可 以 大 于 、 等 于 或 小 于 零 ,内 而 根 5; 与 s; 可 以 是 实 根 、 复 根 或 虚 根 。 
使 式 (2.5-7) 根 号 内 的 项 等 于 零 , 亦 即 5 与 s; 为 等 值 时 的 阻尼 系数 值 , 称 为 临界 阻尼 系 
数 。 记 为 c., 即 





Cc 一 2m /和 = 206, = 2 VEm (2.5-9) 
式 中 ,为 无 阻尼 时 振动 系统 的 固有 频率 ,引进 阻尼 比 5( 或 称 相对 阻尼 系数 ) 
C= 过 一 7 = 37 (2.5-10) 
式 中 ,5 为 一 无 量 纲 的 量 。 
引进 “以 后 ,微分 方程 (2.5-3) 和 特征 方程 (2.5-6) 可 以 改写 为 
二 2twsf 二 wr=0 (2.5-11) 
5 十 25aww 十 轨 一 0 (2.5-12) 
则 特征 方程 的 根 为 
$2 二 (一 和 十 VE lo (2.5-13) 
下 面 分 别 就 g<1,5=1 及 [>1 的 三 种 情况 讨论 解 式 (2.5-8) 的 性 质 。 
(1) 小 阻尼 情况 ( 即 5<1,c<ce) 
此 时 特征 方程 的 根 5;.: 为 
s12 =— Corti VC ow (2.5-14) 


式 中 ,i 一 vV 一 1。 则 解 式 (2.5-8) 为 
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z=etm (Be tm Be tm’) (2.5-15) 


今 


wa = VT Co (2.5-16) 
式 中 ,os 通常 称 为 有 阻尼 自由 振动 的 圆 频率 。 


设 在 上 一 0 时 ,有 xz 一 zo, 工 一 工 ; 则 代入 解 式 (2. 5-15) 及 其 导数 中 有 
2 =— twoe son( Bye Bre %') + e oTiwal Bre — Bae ww) ] 











在 :一 0 时 有 
Xo 二 Bi 二 B,, zo = tw (Bt B,)tiw (Bl— B,) 
解 得 
B = Lot (Ew tt iwa) ro B, = o 十 《 bn Fiewa ) zo 
12coad 12cd 


将 Bi 与 B; 代入 式 (2,5-15) 即 得 系统 对 于 初始 条 件 ze 与 z。 的 响应 。 
根据 欧 拉 公式 et! 二 cos oat 士 isin out, 则 式 (2.5-15) 可 以 简化 为 
工 一 een(Aicosodt 十 Asincdt) (2.5-17) 
式 中 ,Al 一 Bj 十 B, ,A;, 一 i(B,) 一 B;), 为 待定 常数 , 仍 决 定 于 初始 条 件 。 
设 在 t= 二 0 时 ,有 x 二 zxo,z 二 Zo。, 则 代入 解 式 (2.5-17) 及 其 导数 ,得 


= Cwne (Aicos wt Azsin wl) er"’(— Aiwasin wt Azwacos wat) 
在 t==0 时 有 
zo = Al, = to, A Aw 
解 得 
A = xo As — tor 
wd 


将 A, 与 A; 代入 式 (2.5-17) 即 得 系统 对 于 初始 条 件 ze 与 ze 的 响应 。 
经 过 三 角 函 数 变 换 A 一 Asin pg,A; 二 Acos 2, 方程 的 解 式 (2.5-17) 可 以 简化 为 
X= Ae sin(wtt 9) (2.5-18) 
式 中 ,A 与 9 为 待定 常数 , 仍 决定 于 初始 条 件 。 
设 在 1 二 0 时 ,有 x=zxo ,一 Zo, 则 代入 解 式 (2.5-18) 及 其 导数 ,得 
= Ae [wacos(wtt 9) — Cow,sin(wat 9) | 





在 t 一 0 时 有 
。 。 : Zo Cwnxo 
zo 一 Asinp，zi 一 Acosp 一 5wnsinp) 或 一 Acos p 
解 得 
十 Cw Xo ? CUd .0 
A = 2 Xo sw) 1t 一 cadxzo 
2 十 ( cud ) an9 Zo 十 5wnzo 
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将 A 与 9 代入 式 (2.5-18) 即 得 系统 对 于 初始 条 件 xo 与 z。 的 响应 。 

由 解 (2.5-18) 可 见 , 系 统 振动 已 不 再 是 等 幅 的 
简 谐振 动 ,而 是 振幅 被 限制 在 曲线 土 Ae 5 之 内 ， 
随时 间 不 断 衰减 。 当 :一 co,z 一 0, 振 动 最 终 将 消 
失 , 所 以 小 阻尼 的 自由 振动 也 称 为 衰减 振动 。 
图 2. 5-2 表示 这 种 衰减 振动 的 响应 曲线 。 

阻尼 对 自由 振动 的 影响 有 两 个 方面 : 

一 方面 阻尼 使 系统 振动 的 周期 略 有 增 大 ,频率 
略 有 降低 , 即 

















一 一 T (2.5-19) 
wd Vi—C ow V1 一 加 

fa = 2 = VI—ef (2. 5-20) 
T 


式 中 ,TT 二 2x/ws 和 f 二 ws/2r 分 别 为 无 阻尼 自由 振动 的 周期 和 频率 。 

当 阻 尼 比 较 小 ( 即 “<1) 时 ,例如 5 一 0.05 时 ,Ts 二 1.00125T, 与 无 阻尼 的 情形 比较 ， 
只 差 0.125%, 当 C= 二 0.3 时 ,TT 二 1.05T, fs 二 0.95f, 与 无 阻尼 的 情形 比较 ,也 只 差 5%。 
所 以 在 阻尼 比较 小 时 , 它 对 周期 和 频率 的 影响 可 以 忽略 不 计 。 

另 一 方面 阻尼 使 系统 振动 的 振幅 按 几何 级 数 衰 减 。 相 邻 两 个 振幅 之 比 为 

了 多 本 A = erm (2. 5-21) 
式 中 ,7 称 为 减 幅 系数 。 可 见 在 一 个 周期 内 ,振幅 减 缩 到 初 值 的 1/ei%"。 当 ¢ 二 0.95 时 ， 
7 一 1. 366,As 一 Ai/1. 366 二 0.73Al, 即 在 每 一 个 周期 内 振幅 减 小 27% ,振幅 按 几 何 级 数 
缩减 ,衰减 是 显著 的 。 


为 了 避免 取 指 数值 的 不 方便 ,常用 对 数 减 幅 8 来 代替 减 幅 系 数 7, 即 














3 二 Im 全 = In em = cw,T, = A (2.5-22) 
即 对 数 减 幅 表 示 为 唯一 变量 5 的 函数 。 同 样 相 对 阻尼 系数 可 以 确定 为 
C= 6 (2, 5-23) 
Vn 十 区 
当 5 和 1 时 

2rr 或 58/2r (2.5-24) 

在 相继 的 几 次 振动 中 ,振幅 Al ,A;,…,A,, 有 如 下 关系 : 

入 多 os 站 egenTa es 


因而 
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名 _ (多)( 伯 ~…( 关 )= en (2.5-25) 


因此 对 数 减 幅 6 可 以 表示 为 


8= 工 In 人 





站 (2. 5-26) 
可 见 只 要 测定 衰减 振动 的 第 1 次 与 第 j 十 1 次 振动 的 振幅 之 比 , 就 可 以 算出 对 数 减 幅 5, 从 
而 确定 系统 中 阻尼 的 大 小 。 
(2) 临界 阻尼 情况 ( 即 5 一 1,c 一 ce) 
此 时 ,特征 方程 的 根 s, 和 s; 为 两 个 相等 的 实 根 ,由 式 (2.5-13) 得 
5 一 一 和 on 二 一 cn (2.5-27) 
运动 方程 (2. 5-11) 的 解 为 
t= (B+ Bt)e ton (2.5-28) 
以 初始 条 件 代 和 ,得 
工 一 [xzo 十 (Zoo 十 conzo)tjee (2.5-29) 


它 表 示 按 指数 规律 衰减 的 响应 。 图 2.5-3 表示 系统 在 初始 位 移 ze 和 几 种 不 同 初始 速度 
zu 条 件 下 的 响应 曲线 。 这 种 自由 运动 不 是 振动 。 
(3) 大 阻尼 情况 (>1,c 之 ec.) 
此 时 ,特征 方程 的 根 s; 和 ss 为 两 个 不 等 的 负 实 根 , 即 
$2 一 (一 5 士 VE TIT)w, (2.5-30) 
则 解 为 


z= Be SV De Bye VF Dm (2.5-31) 


上 式 右 端 两 项 的 绝对 值 都 随时 间 1 按 指数 规律 衰减 , 它 所 表示 的 运动 不 再 是 振动 ,而 是 一 
种 非 周期 的 运动 。 图 2. 5-4 所 示 的 为 此 种 衰减 响应 曲线 的 一 种 。 
x 


和 3 
~、、 Bie Ve 一 1 )@owy 
~ 


SS 
ss 
ss 





2 一 Be SY 1 ot 
/ 
7 








[ 
图 2.5-3 2.5-4 
从 上 面 讨 论 的 情况 可 见 ,系统 振动 的 性 质 决 定 于 相对 阻尼 系数 & 的 值 。 将 
式 (2. 5-13) 以 < 为 参量 ,在 复 平面 上 而 出 ,如 图 2. 5-5 所 示 。 实 轴 表 示人 和 值 。 从 图 上 可 见 ， 
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当 5 一 0 时 ,一 士 iu, 是 两 个 虚 根 , 即 虚 轴 上 截 距 为 士 w 的 对 称 的 两 个 点 ,对 应 于 无 阻 
尼 自 由 振动 。 当 0 于 5<1 时 ,sy 和 s; 是 一 对 共 斩 复数 根 ， 
位 于 以 w, 为 半径 的 圆 上 与 实 轴 对 称 的 两 个 点 ,对 应 于 弱 
阻尼 状态 的 衰减 振动 。 当 5 趋向 于 1 时 ,* 和 % 都 趋 近 于 
实 轴 上 一 om 点 ,对 应 于 临界 阻尼 状态 。 当 了 大 于 1 时 ,sy 
和 s; 是 两 个 实数 根 , 对 应 于 大 阻尼 状态 。 随 了 的 增 大 ,s 
和 沿 实 轴 反 向 移动 。 当 9=~co 时 ,一 0, 一 一 co 。 

例 2.S-1 为 车 辆 设计 小 阻尼 减 振 器 ,要 求 振动 1 周 
后 的 振幅 减 小 到 第 一 幅 值 的 1/16。 已 知 车 辆 质量 m= 
500 kg, 阻 尼 振 动 周期 T, = 二 1 s, 试 求 减 振 器 的 刚度 系数 
和 阻尼 系数 。。 

解 ; 由 先 一 了 6 得 全 一 16, 则 对 数 碱 由 


2 


虚 轴 

















6 一 多 一 tn16 一 2.7726 


解 出 阻尼 比 
5 一 0.4037 
又 由 式 (2. 5-19) 求 得 固有 频率 
27x 
Un Vi—eT, 
所 以 ,临界 阻尼 系数 .阻尼 系 数 及 弹簧 刚度 求 得 如 下 
c= 2mws = 2 X 500 x 6.8677 = 6867.7 (N. s/m) 
c= Le. = 0.4037 Xx 6867.7 = 2772.49 (N. s/m) 
k= mow: = 500X6.8677: = 23 582.65 (N/m) 





一 6.8677 (rad/s) 


2.6 课堂 讨论 


应 用 振动 理论 分 析 实 际 工程 中 的 振动 问题 时 ,首先 就 要 解决 据 动力 学 模型 建立 的 问 
题 。 实 际 工程 中 的 振动 系统 (如 机 器 和 结构 等 ) 是 由 很 多 零 部 件 ( 如 金属 构件 或 非 金属 (如 
橡胶 、 水 泥 等 )) 组 成 的 ,每 个 零 部 件 都 具有 分 布 的 质量 和 弹性 ,不 存在 无 弹性 的 刚体 ,也 不 
存在 无 质量 的 弹性 体 。 因 此 ,严格 地 说 它们 都 是 无 限 多 自由 度 系统 。 但 就 一 部 机 器 或 一 
个 结构 而 言 ,其 构件 组 成 的 物理 特性 和 几何 特性 状况 大 体 上 可 分 三 种 情形 : 中 质量 分 布 
不 均匀 .几何 形状 复杂 的 系统 。 在 这 种 类 型 的 系统 中 ,往往 具有 质量 很 小 的 弹性 件 , 如 弹 
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簧 .绳索 .橡胶 甚至 密封 于 容器 内 的 气体 部 件 等 弱 弹 性 件 。 名 质量 分 布 虽 不 均匀 ,但 不 存 
在 弱 弹 性 构件 的 系统 。 例 如 风机 、 水 泵 或 轧钢 机 械 等 。 @ 质 量 分 布 均匀 .构件 几何 形状 简 
单 的 系统 。 如 细 长 轴 、 棱 柱 形 杆 以 及 绳 弦 等 。 因 此 在 建立 振动 力学 模型 时 , 需 将 系统 的 各 
种 因素 加 以 分 析 ,保留 主要 因素 ,忽略 次 要 因素 。 例 如 ,质量 较 大 、 弹 性 较 小 的 零 部 件 要 人 简 
化 为 不 计 弹 性 的 集中 质量 ;在 振动 过 程 中 ,产生 较 大 弹性 变形 的 零 部 件 , 简 化 为 不 计 质 量 
的 弹性 元 件 ;将 零 部 件 中 阻尼 较 大 的 部 分 简化 为 不 计 质 量 和 弹性 的 阻尼 元 件 。 
轮胎 式 装载 机 (图 2.6-1(a)) 是 由 许多 零 部 件 组 成 的 机 械 系统 ,实际 上 是 一 个 无 限 自 
由 度 系统 。 当 研究 装载 机 的 斗 辟 和 车 身 整 体 振动 时 ,可 以 这 样 假定 ; 将 弹性 较 大 的 轮胎 
看 成 是 刚度 为 & 的 弹簧, 而 将 轮胎 上 面 的 斗 臂 .车身 等 看 成 一 个 刚体 。 这 样 ,装载 机 系统 
就 可 以 看 成 一 个 仅 具 有 惯性 的 刚体 (质量 为 m) 放 在 四 个 弹簧 (刚度 为 &) 上 
(图 2.6-1(b))。 显 然 ,这 是 六 个 自由 度 系统 (刚体 沿 三 个 坐标 轴 的 移动 和 绕 三 个 坐标 轴 
的 转动 ) 。 装 载 机 在 凹凸 不 平 的 道路 上 工作 时 ,会 引起 比较 复杂 的 车 身 振动 。 








图 2.6-1 


车 只 研究 刚体 上 下 方向 的 振动 时 ,可 将 图 2. 6-1(b) 所 示 的 振动 力学 模型 进一步 简 
化 , 即 用 等 效 弹簧 刚度 Ck 二 481) 的 弹 得 代替 四 个 刚度 为 ki 的 弹簧 ,而 且 将 刚体 视 为 质 
点 , 则 实际 系统 就 可 以 进一步 简化 为 如 图 2. 6-1(c) 所 示 的 单 自 由 度 的 力学 模型 。 这 样 ， 
一 个 无 限 自 由 度 系统 就 简化 为 多 自由 度 系统 ,甚至 单 自由 度 系统 了 。 只 研究 装载 机 垂直 
于 路 面 的 振动 问题 时 ,这 种 模型 不 仅 方便 ,而 且 具 有 足够 的 精度 。 

可 以 看 出 ,实际 系统 的 自由 度数 目 , 不 仅 决 定 于 系统 本 身 的 物理 性 质 ,而 且 决 定 于 要 
着 重 研 究 系统 中 的 哪些 对 象 及 解决 问题 所 要 求 的 精确 度 。 

如 图 2. 6-1(c) 所 示 的 系统 , 取 位 移 x 为 坐标 。 从 平衡 位 置 出 发 ,系统 的 运动 微分 方 
程 为 

mz 十 kt 二 0 
故 系统 的 固有 频率 为 


和 
m 


Wn 一 


则 振动 周期 了 为 
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振动 频率 f 为 





习 昌 


2.1 求 习 题 图 2-1(a),(b),(c) 所 示 系 统 的 固有 频率 。 

图 (a) 所 示 的 系统 悬臂 梁 的 质量 可 以 忽略 不 计 , 其 等 效 弹簧 刚度 分 别 为 & 和 已。 

图 (b) 所 示 的 系统 为 一 质量 m 连接 在 刚性 杆 上 , 杆 的 质量 忽略 不 计 。 

图 (c) 所 示 的 系统 中 悬挂 质量 为 m, 梁 的 质量 忽略 不 计 , 梁 的 撞 度 6 由 式 
6 一 PL3/48EJ 给 出 , 梁 的 刚度 为 ks。 





(kik, kks | kski)k, 
kikz 十 (Ri 十 Rs ) (kk ) 


kksL’ 
(b) ku LTH 


(a) k= 





1 _1 1 1 
Cc) 元 爽 士 太 十 志 
2. 2 ”如 习题 图 2-2 所 示 的 系统 中 均 质 刚 杆 AB 的 
质量 为 m,A 端 弹 得 的 刚度 为 &。 求 系统 的 等 效 质量 和 
O 点 铵 链 支 座 放 在 何 处 时 系统 的 固有 频率 最 高 。 
答案 , ma=m(1 二 十 一 3 
2.3 如 习题 图 2-3 所 示 为 一 个 测 低频 振幅 用 的 测 习题 图 2 2 























振 仪 的 倒置 摆 。 

(1) 试 导出 系统 的 静态 稳定 平衡 条 件 。 

(2) 已 知 整 个 系统 对 转动 轴 (的 转动 惯 基 
Tu 一 1.725X10 SSN。 m*s: 及 k=24.5 N/m, m=0.0856 kg， 
/二 4 cm, 0 二 5 cm, 求 系统 的 固有 频率 。 

答案 : (1) kb 一 mgl>0 


2 习题 图 2-3 
(2) w= /Ke me!, f= r=0.6377 Hz 
Lo 2x 


2.4 某 测 振 仪 结构 如 习题 图 2-4 所 示 。 摆 重量 为 Q, 由 扭转 刚度 为 有 的 螺 线 弹簧 
连接 ,并 维持 与 铅 垂 方向 成 a 角 的 位 置 。 摆 对 0) 点 的 转动 惯量 为 工 摆 的 重心 到 转动 轴 0 
点 的 距离 为 s。 求 此 测 振 仪 的 自 振 周 期 。 


I 
入 。 一 
答案 : 本 rE FQscosa 


2.5 用 能 量 法 求 习 题 图 2-5 所 示 均 质 圆柱 体 的 固有 频率 。 已 知 圆 柱 体 的 质量 为 m, 半 
径 为 r, 与 固定 水 平面 无 相对 滑动 , 弹 得 刚度 为 ,连接 点 A 距 圆柱 体质 心 0 的 距离 为 a。 


/4&Cr 十 CD) 
稀罕 ， 一 /一 一 
[= 案 ， wn 3mr 

















习题 图 2-5 


2.6 习题 图 2-6 所 示 为 测量 低频 振幅 所 用 传感器 中 的 一 个 元 件 一 一 无 定向 摆 的 示 
意图 。 无 定向 摆 的 摆 轮 上 铵 接 一 个 播 杆 , 摇 杆 另 一 端 有 一 敏感 质量 m。 在 摇 杆 离 转 动 轴 
O 〇 距离 为 a 的 位 置 左右 各 连接 一 个 刚度 为 的 平衡 弹簧 ,以 保持 摆 在 垂直 方向 的 稳定 位 
置 。 设 已 知 整 个 系统 对 转动 轴 O 的 转动 惯量 1 一 1.76 X 10 *N。cm，s* 及 有 一 0.03 
N/em, W=mg 一 0.0856 N, /= 二 4 cm, a 二 3. 54 cm。 求 系统 的 振动 频率 。 

答案 : f= 二 0.767 69 Hz 
2.7 某 仪器 中 一 元 件 为 等 截面 的 悬臂 粱 ,质量 可 以 忽略 不 计 , 如 习题 图 2-7 所 示 。 
在 梁 的 自由 端 有 两 个 集中 质量 mi 与 m: ,由 电磁 铁 吸 住 。 若 在 粱 静止 时 打开 电磁 铁 开 关 ， 
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使 m; 突然 释放 。 试 求 m 的 振幅 。 
ng mpl’ 

答案 : A 一 人 人 一 EE] 

2.8 在 计算 习题 图 2-8 所 示 的 梁 ABC 的 横向 振动 
的 固有 频率 时 ,该 梁 均 布 重 量 需 要 加 到 自由 端 重量 Q 上 
的 部 分 是 多 少 ? 梁 的 单位 长 度 的 重量 为 多, 假设 以 C 处 
载 符 产生 的 静 力 找 度 曲线 作为 振动 过 程 中 梁 的 形状 曲线 ， 

答案 ; ma =239/840(22/7) 

2.9 一 个 10 1 龙门 起 重 机 ,在 纵向 水 平 振动 时 要 求 在 25 s 内 振幅 衰减 到 最 大 振幅 
的 5%。 起 重 机 可 简化 如 习题 图 2-9 所 示 , 等 效 质 量 me 二 24 500 kg。 实 测 得 对 数 减 幅 
3 一 0. 10。 问 超重 机 水 平方 向 的 刚度 至 少 应 达 何 值 ? 
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答案 : k= mos =139, 28X 10: (N/m) 














习题 图 2-7 








习题 图 2-9 


2. 10 如 习题 图 2-10 所 示 的 系统 由 一 质量 为 m. 长 为 /的 均匀 杆 及 弹 得 .阻尼 器 。 
组 成 。 试 导出 系统 的 自由 振动 微分 方程 ,并 求 出 其 衰减 振动 时 的 频率 。 


_ 3c 
答案 : ww 一 cv V1 dkma’ 











习题 图 2-10 习题 图 2-11 


2. 11 利用 习题 图 2-11 所 示 装 置 测 某 液体 的 粘度 系数 w。 等 厚薄 板 重量 为 W, 面 积 
为 4, 悬挂 于 弹簧 上 上 。 先 使 系统 在 空气 中 自由 振动 , 测 得 周期 为 让 ,空气 阻力 忽略 不 
计 。 然 后 放 入 被 测 液 体 中 作 衰 减 振动 , 测 得 周期 为 T ,已 知 薄板 受到 的 阻力 F=2/Av(v 





| 32 机 械 振 动 


为 相对 速度 ), 试 证 明 











一 2xW 加 加 
网 ATV 7 
2.12 一 重 为 5 N 的 重 物 , 挂 于 刚度 系数 为 2 N/cm 的 弹 答 上 ,由 于 系统 具有 粘性 阻 
尼 , 故 重 物 经 过 4 次 振动 后 ,振幅 减 到 原来 的 方 。 试 求 该 系统 的 对 数 减 幅 系 数 和 周期 。 
答案 : 6 一 0. 621, TT 一 0. 317s 
2.13 ”一 个 质量 -弹簧 系统 , 当 无 阻尼 时 ,固有 振动 频率 为 /, 试 计算 当 粘 性 阻尼 系数 


< 一 分 时 (ce 为 临界 阻尼 系数 ) 的 频率 fa 





答案 : /一 音 / 
2.14 导出 习题 图 2-14 所 示 弹 得 与 阻尼 串联 的 单 自 由 度 系统 的 运动 微分 方程 ,并 求 
出 其 振动 解 。 
k 
答 rz pp 区 一 
案 ; 工 十 3 二 一 0,5 I 也 


TT 二 A 二 Aie Went sin[ w, Vi— (1/40)t 十 pj 
2.15 一 弹簧 上 与 阻尼 器 c 并 联 于 无 质量 的 水 平板 上 ,如 习题 图 2-15 所 示 , 若 将 一 
质量 mm 轻 放 在 板 上 后 立即 释放 ,系统 即 作 衰减 振动 。 问 质量 m 的 最 大 振幅 是 多 少 ? 发 生 
在 何 时 ? 最 大 速度 是 多 少 ? 发 生 在 何 时 ? 设 f<1。 


答案 ; 1 二 0 时 ，| za 一 |zo| 一 sin out = 时 ， | .| 一 芋 e Cntm 


2.16 一 质量 m 一 2000 kg, 以 名 速度 v= 二 3 cm/s 运动 ,与 弹簧 & .阻尼 器 c 相 撞 后 
起 作 自 由 振动 ,如 习题 图 2-16 所 示 。 已 知 k=48020 N/m,c 二 1960 N，s/m, 问 质量 mm 在 
相 撞 后 多 少时 间 达 到 最 大 振幅 ? 最 大 振幅 是 多 少 ? 





Xo . 
答案 : 1, 二 0.3 STm Te Sontn Sin watn = 0.529 cm 
d 





x 
so | vw 
户 :一 


习题 图 2-14 习题 图 2-15 习题 图 2-16 
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2.17 一 个 有 阻尼 的 弹 自重 量 系统 WW 二 98 N,k 二 10 N/cm, 处 于 临界 阻尼 状态 。 由 
1 一 0,zo 一 2.5 cmzo 二 一 30 cm/s 开始 运动 。 问 质量 块 将 于 几 秒 后 达到 静 平 衡 位 置 ? 过 
静 平 衡 位 置 后 最 远 能 移动 多 少 距离 ? 
答案 : t= 二 0.5s,，|zxmx | 二 0.001 24 cm 
2.18 习题 图 2-18 所 示 为 铣床 切削 过 程 的 力学 模型 。 工 件 随 平台 以 等 速 v 向 左 运 
动 ,刀具 与 工件 之 间 摩 擦 系数 在 一 定 范围 内 可 表达 为 {二 a 一 bu, 其 中 为 工件 与 刀具 之 


间 相 对 速度 ,a 和 6 为 常数 。 试 写 出 系统 的 振动 微分 方程 ,并 回答 c 在 什么 范围 内 时 , 系 








习题 图 2-18 


答案 ; mm 十 (c 一 mgb)z 十 kr 二 一 mg (a 一 bv) 
当 0>0, 而 c<mmgbo 时 ,系统 将 出 现 负 阻尼 ,导致 系统 动态 不 稳定 。 
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振动 研究 的 重要 内 容 之 一 就 是 求解 振动 系统 对 外 部 激励 的 响应 。 第 2 章 讨 论 了 振动 
系统 在 外 部 初始 干扰 下 依靠 系统 本 身 的 弹性 恢复 力 维持 的 自由 振动 。 本 章 将 主要 讨论 振 
动 系统 在 外 部 持续 激励 作用 下 所 产生 的 振动 , 称 为 强迫 振动 。 强 迫 振动 从 外 界 不 断 地 获 
得 能 量 来 补偿 阻尼 所 消耗 的 能 量 ,使 系统 得 以 持续 振动 。 

外 部 激励 引起 的 系统 的 振动 状态 称 为 响应 。 系 统 对 外 部 激励 的 响应 取决 于 激励 的 类 
型 ,依照 从 简单 到 复杂 的 次 序 ,外 部 激励 可 分 为 : 简 谐 激励 .周期 激励 及 非 周期 激励 。 

大 加 原理 是 线性 振动 系统 分 析 的 基础 。 即 对 于 线性 系统 ,可 以 先 分 别 求 出 对 所 给 定 
的 各 种 激励 的 响应 ,然后 组 合 得 出 总 响应 。 


3.1 对 简 谐 激励 的 响应 


如 图 3. 1-1 所 示 为 二 阶 线性 有 阻尼 质量 -弹簧 系统 。 这 一 系统 的 运动 微分 方程 为 


力 之 十 中 十 Ar = 二 F(1) = Fosinwt (C33 l=» 
这 个 单 自由 度 强 迫 振动 微分 方程 的 全 部 解 包括 两 部 分 ,一 是 通 解 x ,二 是 特 解 zz, 即 
区 > -2 


通 解 x 是 对 应 于 有 阻尼 自由 振动 的 齐 次 方程 的 解 ,第 2 章 已 经 讨论 过 
了 ,在 小 阻尼 情况 下 ,为 衰减 振动 ,只 在 振动 开始 后 的 一 段 时 间 内 才 有 意 
义 , 所 以 称 为 瞬 态 振动 。 一 般 情况 下 可 以 不 考虑 它 。 特 解 z* 表示 系统 
在 简 谐 激励 下 产生 的 强迫 振动 , 它 是 一 种 持续 等 幅 振 动 , 称 为 稳 态 振动 。 
因为 激励 是 简 谐 函数 ,可 以 容易 地 证 明 稳 态 响应 也 是 简 谐 函数 ,而 

且 具 有 相同 的 频率 w。 设 特 解 为 
x, = Xsin(ol — 9) (83.152) 








式 中 X 为 强迫 振动 的 振幅 ,9 为 相位 差 ,是 两 个 待定 常数 。 将 式 (3.1-2) 代 入 式 (3. 1-1) 得 
(k— mow’ )Xsin(wt — ¢) tcwoXcos(wt 一 p) = Fsinwt (3.1-3) 
为 了 便于 比较 ,把 上 上 式 右 端的 sin wt 改写 如 下 
Fosinwt 一 FosinL (wt — 9) + ¢] 
=Fcos psin(owL — ¢)+ Posin pcos(wt — 9) (3.1-4) 
将 式 (3.1-4) 代 回 式 (3. 1-3) ,整理 后 得 
[(k—mw’)X— Fcos pjsin(wt 一 p) 十 (coX — Fsin gp)cos(wt 一 bp) 一 0 
这 个 方程 对 于 任意 时 间 1 都 应 恒 等 于 零 ,所 以 sin(toy 一 p ) 和 cos(oy 一 p ) 前 面 括号 内 的 
量 都 必须 分 别 等 于 零 ,有 
(k—mw’)X 一 Fcosg 
cwX = Fsing 











由 此 可 得 
一 号 - - (3.1-5) 
Vk—mw) Fw): 
Co _ 
tan gp Pe (3.1-6) 


为 了 便于 进一步 讨论 ,把 式 (3. 1-5) 与 式 (3.1-6) 的 分 子 分 母 同 除 以 ,得 如 下 变化 形式 
F/Rk 











X= (3.1-7) 
[1 一 (oo 六 十 [25Coyeos ) 下 
tan 0 = 1 (3.1-8) 
式 中 一 和， 5 一 过 ,二 2mws。 得 特 解 为 
zs Pk sin(wi — 9) (3.1-9) 








V [Ll (w/o) [2e(w/w,) 下 
这 就 是 在 简 谐 激励 作用 下 系统 的 位 移 响 应 。 由 此 可 以 看 出 强迫 振动 的 一 些 带 有 普遍 性 质 
的 特点 : 

(1) 在 简 谐 激励 作用 下 ,强迫 振动 是 简 谐振 动 ,振动 的 频率 与 激励 频率 w 相同 ,但 稳 
态 响 应 的 相位 滞后 于 激励 相位 。 

(2) 强迫 振动 的 振幅 X 和 相位 差 wp 都 只 决定 于 系统 本 身 的 物理 性 质 、 激 励 的 大 小 与 
频率 ,与 初始 条 件 无 关 。 初 始 条 件 只 影响 系统 的 瞬 态 振动 。 

(3) 强迫 振动 振幅 的 大 小 在 实际 工程 问题 中 具有 重要 意义 。 如 果 振 幅 超 过 允许 的 限 
度 ,构件 中 会 产生 过 大 的 交 变 应 力 ,而 导致 疲劳 破坏 ,或 者 影响 机 器 及 仪表 的 精度 。 
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引入 符号 : 

) 一 二 频率 比 ; 

和 一 忆 振动 系统 零 频率 挠 度 , 即 在 常 力 及 作用 下 的 静 找 度 ( 注意 不 要 与 尺 一 2 混 清 ) ; 
p= 充 放大 因子 。 

可 以 将 式 (3.1-7) 写 成 无 量 纲 的 形式 














g= 1 
xX [1 Cw) J TF Ea/ ) T 
二 2 (3.1-10) 
VIA) (20) 
tan 9 = 让 (3.1-11) 


以 1 为 横 坐 标 ,8 和 9 为 纵 坐 标 , 对 于 不 同 的 5 值 , 可 以 得 到 幅 频 特 性 曲线 (图 3. 1-2) 
和 相 频 特性 曲线 (图 3. 1-3) 。 


4 
























































图 3.1-2 


从 图 3.1-2 可 以 看 出 : 当 频 率 比 41 时 ,放大 因子 很 接近 于 1, 即 振幅 X 几乎 与 激 
励 幅 值 引起 的 静 变 形 X。 差不多 。 当 频率 比 之 1 时 ,8 趋 于 零 ,振幅 可 能 非常 小 。 当 激励 
频率 与 振动 系统 频率 很 接近 , 即 A 人 1 时 ,强迫 振动 的 振幅 可 能 很 大 , 比 X, 大 很 多 倍 , 唯 
一 的 限制 因素 是 阻尼 。 由 式 (3.1-10) 可 见 , 在 4 二 1 时 ,有 
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(3. 1-12) 





忱 = (3.1-13) 


可 见 如 果 没 有 阻尼 , 即 5 二 0 的 情况 下 ,振幅 X 为 无 穷 大 。 通 常 把 激励 频率 w 与 系统 固有 
频率 w。 相等 时 称 为 共振 。 
实际 上 , 当 有 阻尼 作用 时 ,振幅 最 大 并 不 在 ww 处 ,而 发 生 在 


w= VT 一 2 人 w, (3.1-14) 
从 图 3.1-2 同样 可 以 看 出 振幅 最 大 的 峰 点 在 ) 一 区 一 1 的 左面 ,为 了 确定 曲线 峰 点 的 位 


置 , 可 以 采用 计算 极 值 的 标准 数学 方法 ,即将 方程 (3. 1-10) 对 w( 或 和) 进行 微分 ,并 令 其 结 
果 等 于 零 。 即 

dB _ C40 一 A)A 二 80A 2 2 ml 5 

MY OT ea 0， (1—A)+28 =0,， X= Vli—2¢ 
可 以 得 到 式 (3.1-14)。 有 时 ,把 强迫 振动 振幅 最 大 时 的 频率 称 为 共振 频率 ,也 可 以 把 振 
动 系统 以 最 大 振幅 进行 振动 的 现象 称 为 共振 。 据 此 ,放大 因子 与 振幅 为 














1 加 1 
? [1— 126) +40 (1 28) 25 V 生 十 1 一 2 
-1 (3.1-15) 
25 Vl—& 
X F 
一 2 一 一 (3. 1-16) 
25 V1 一 中 Cw 





死 
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从 图 3.1-3 可 以 看 出 ,相位 差 9 与 频率 比 * 有 很 大 关系 。 在 人 < 入 1 的 低频 范围 内 , 相 
位 差 <*0, 即 响应 与 激励 接近 于 同 相 位 。 在 ) 六 1 时 ,相位 差 wp<zr, 即 在 高 频 范围 内 ,响应 





与 激励 接近 于 反 相 位 。 在 A 二 1, 即 共振 时 ,相位 差 9 了 ,此 时 9 与 阻尼 大 小 无 关 , 这 是 共 
振 时 的 一 个 重要 特征 。 


再 研究 当 激 励 频 率 w 与 系统 国有 频率 mw, 相等 ( 即 共 振 ) 时 的 响应 情况 。 在 
方程 (3.1-1) 中 , 令 c= 二 0,w 二 w,, 有 


mrt kr = Fsinwt (3.1-17) 
根据 微分 方程 理论 可 知 : 当 w= 二 w, 时 ,微分 方程 (3.1-17) 的 特 解 为 
0 F, 上 nT 
-一 > 一 S ! 一 一 .1- 
x Dl OS wt tsin (ow 3) (3.1-18) 








这 就 说 明 在 共振 时 ,如 无 阻尼 ,振幅 将 随时 间 无 限 地 增 大 ,如 图 3. 1-4 所 示 。 共 振 时 ,响应 
滞后 激励 的 相位 角 为 到 。 


共振 现象 是 下 程 中 需要 研究 的 重要 课题 , 工程 中 通常 取 0.75< <<1. 25 的 区 间 为 共 
振 区 ,在 共振 区 内 振动 都 很 强烈 ,会 导致 机 器 或 结构 的 过 大 变形 ,造成 破坏 。 








户 x 


3.1-4 3. 1-5 


例 3.1-1 在 一 质量 -弹簧 系统 上 作用 一 简 谐 力 下 二,sin wt，, 如 图 3.1-5 所 示 ,。. 初 始 
瞬时 Xx(0) 一 To ,XT(0) 一 Xo , 试 求 系统 的 响应 。 
解 : 系统 的 振动 微分 方程 为 


mi 二 ++kr = Fsinwt 


其 解 为 


2 sinwt 
k— mw’ 
式 中 A, 和 A, 是 由 初始 条 件 确定 的 常数 。 代 入 初始 条 件 x(0) 二 x ,+ (0) 二 z,, 得 

A = x A, Ty F, (w/own ) 


2 
wn k— mw 


T= Aicos wt A,sinwi 二 
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把 A! 和 A; 值 代入 解 中 ,得 


0 


k—mew 





Xo . . Ww 
二 XoCOs on 十 一 Sin ownt 十 5 (sinw; 一 一 Sin ent ] 
Wn Wn 


FP 
k—m 
上 式 表明 ,强迫 振动 初始 阶段 的 解 由 三 部 分 组 成 : 第 一 项 是 初始 条 件 产生 的 自由 振动 ;第 
二 项 是 简 谐 激励 产生 的 强迫 振动 ;第 三 项 是 不 论 初始 条 件 如 何 都 伴随 强迫 振动 产生 的 自 
由 振动 。 同 时 ,系统 中 不 可 避免 地 存在 着 阻尼 ,自由 振动 将 不 断 地 衰减 。 当 :==0 时 ， 
zo 一 zzo 一 0, 上 式 简 化 为 





二 Asin(wt 十 2) 十 


CO . 
7 (sin wi 一 一 Sin wu] 
Wn 


F, 


nd 
k— mw 





> 0 - 
(sin wi 一 一 SIn et) 
Wn 


在 有 阻尼 的 情况 下 ,后 一 种 自由 振动 在 一 段 时 间 内 逐渐 衰减 ,系统 的 振动 逐渐 变 成 稳 态 振 
动 , 如 图 3. 1-6 所 示 。 











图 3.1-6 


例 3.1-2 如 图 3.1-7 所 示 为 一 无 重 刚 杆 。 其 一 端 匀 支 , 距 匀 支 端 ! 处 有 一 质量 为 mm 
的 质点 ; 距 2! 处 有 一 阻尼 器 ,阻尼 系数 为 c; 距 3: 处 有 一 刚度 为 的 弹 禾 , 并 作用 一 简 谐 
激励 下 = Fosin wt。 刚 杆 在 水 平 位 置 平衡 , 试 列 出 系统 的 振动 微分 方程 ,并 求 当 激 励 频率 
w 等 于 固有 频率 w, 时 质点 的 振幅 。 

解 : 设 刚 杆 在 振动 时 的 摆 角 为 0, 由 刚 杆 转动 微分 方程 可 建立 系统 的 振动 微分 
方程 。 


ml?0 =— 4c20 — 9R:0 + 3Folsinwt 
整理 后 得 














3.1-7 
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wn 即 系统 的 固有 频率 , 当 w 一 wn 时 ,其 振幅 可 由 式 (3.1-13) 求 出 
X= Xo 四 Fo/3kl 3Fomwn 3F, F, m 


2¢ 4c/mws 4c XxX 9k hclw,s 4clNEk 








3.2 复 频 率 响 应 


求解 有 阻尼 振动 的 强迫 振动 间 题 时 ,有 了 时 用 复数 比 用 三 角 函 数 方便 。 用 复数 表示 激 
励 和 响应 ,在 运算 过 程 中 用 复数 形式 , 求 得 复数 解 后 ,将 其 在 实 轴 或 虚 轴 上 投影 ,就 可 得 到 
以 三 角 函 数 表示 的 强迫 振动 。 


有 阻尼 振动 系统 的 振动 微分 方程 为 
14 训 十 c 喧 十 有 Rr 二 Foew! (3.2-1) 
这 里 用 一 个 复 向 量 来 表示 激励 。 指 数 函 数 e" 与 三 角 基 数 cos wt 和 sin wt 有 如 下 关系 
ew: = cos ol 十 isin of (3.2-2) 


上 式 可 以 在 图 3. 2-1 的 复 平面 内 表示 。e*' 可 以 看 作 一 个 在 复 平 面 内 以 角速度 w 旋转 的 
单位 向 量 。 因 而 ,cos wt 就 是 复 向 量 在 实 轴 上 的 投影 ， 





即 ew!' 的 实 部 ,而 sin wt 为 e*' 的 虚 部 。 这 样 , 稳 态 响 应 
可 以 表示 为 
X= Xe (3.2-3) 
Re 于 是 有 


元 — lwX el ， 站 一 一 中 Xele? (3, 2-4) 
将 式 (3.2-3) 和 式 (3.2-4) 代 入 方程 (3. 2-1) 得 
Fo 








二 (‘3.275) 
可 以 看 出 ,响应 z(0) 与 二 刀 成 正比 ,其 比例 系数 为 
H(w) = Xe ! ! (3.2-6) 





Fofk 1/w) Tioto/w) 1 和 十 到 2 
及 (w) 称 为 复 频 率 响应 。 根 据 复 数 代数 ,万 (ww) 的 绝对 值 ( 即 放大 因子 8) 等 于 响应 z(b 的 


振幅 X 与 激励 F(z) 的 幅 值 的 无 量 纲 比 , 即 


X 1 
| H(w) | 一 一 
Fo/k VO) ) 十 (287 
1 


一 (3.2-7) 
Vl—A) + (2) 
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为 了 求 出 相 角 gp, 将 式 (3.2-6) 右 端 分 子 分 母 同 乘 以 分 母 的 共 堪 复数 (1 一 X? ) 一 i25X， 
并 将 左 端 的 e“* 用 三 角 函 数 表 示 , 即 





Fo (1—A)—i2¢5X 
k (1—A) + (2c) 





Xlcos p— isin p) = (3.2-8) 
可 见 相 角 为 
257 
1 一 入 
显然 , 式 (3.2-7) 和 式 (3.2-9) 就 是 前 面 定义 的 放大 因子 和 相位 角 p, 现 在 用 统一 的 复 频 
率 响 应 妃 (w) 表 示 , 它 同时 代表 系统 响应 的 幅 频 特 性 和 相 频 特性 。 

需要 指出 , 当 激 励 为 Fue” 的 实 部 或 虚 部 时 , 稳 态 响应 也 必然 相应 地 为 复数 形式 响应 
Z 一 Xe ”的 实 部 或 虚 部 。 

例 3.2-1 不 平衡 质量 激发 的 强迫 振动 。 

解 : 作为 承受 简 谐 激励 的 一 个 例子 ,考虑 图 3. 2-2 所 示 的 不 平衡 转子 激发 的 振动 。 


两 个 偏心 质量 又 以 角速度 w 按 相反 方向 转动 ,这 样 可 以 使 


两 个 偏心 质量 激励 的 水 平分 量 相 互 抵消 , 铅 垂 分 量 则 相 加 
起 来 。 设 转子 的 偏心 矩 为 ,机 器 总 质量 为 M, 系 统 的 振动 
微分 方程 为 


d:xz d? ， dx 
(M— m) A tmi(rtesinwt) tie tA 一 0 
上 和 式 可 以 写成 


tan 9 一 (3. 2-9) 








Mi 二 cii+hkr = mew’sinwt = Im(mew’e*') 
式 中 Im 表示 括号 中 表达 式 的 虚 部 。 写 成 复数 形式 为 
RM 十 cf 十 Rr 一 7Meaozeei 

这 就 是 说 ,由 于 转动 不 平衡 质量 引起 的 振动 ,就 相当 于 整个 机 器 系统 受 外 加 激励 

F(1) = mew’sinwt = Im(mew’e”') 
设 响 应 为 

T= Xsin(wt 一 9) 一 ImCXe' 7) 
根据 方程 (3.2-6) 的 稳 态 响应 的 复数 幅 值 为 


2 2 
Xe = PH(w) = Te 1 


k (XA)+i2tA 








式 中 4 一 各, 而 避 一 站。 响应 幅 值 X 为 





2 2 
x 一 Tew | H(w) |= mew 1 
k & VO—AX) + (A) 
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根据 方程 (3.2-8) 的 稳 态 响应 的 相位 角 为 


p= arctan 


同样 响应 的 幅 值 也 可 以 变换 为 











X= em | Hw) |= Ye wy 1 _ me A? 
天 和) VT A) TF CCNY M Vl 二 (20) 
因而 ,在 这 种 情况 下 ,无量 纲 比 为 
MX _ (2) Bo |= xX 1H(w) | 
me 
而 不 再 是 | H(w)|。 
幅 频 响应 曲线 如 图 3. 2-3 所 示 。 在 低频 <<1 时 ,MX/me0, 即 振幅 接近 于 零 ;在 高 
频 ) 六 1 时, 则 汉 X 趋 近 于 1, 即 X~ 叶 ,而 不 趋向 于 零 。 
























































图 3.2-3 


例 3.2-2 支承 激励 引起 的 强迫 振动 。 
mm。 解 : 作为 承受 简 请 汪 励 的 另 一 个 例子 ,是 当 支 承 产生 简 谐 这 
动 的 情况 。 在 许多 情况 下 , 系统 产生 强迫 振动 是 由 于 支承 的 运 
动 。 如 图 3.2-4 所 示 的 系统 ,假定 物体 m 只 能 沿 锅 垂 方向 运动 ， 
?0 支承 可 以 上 下 运动 ,其 规律 为 
y= Ysinwt 


图 3.2-4 取 铅 垂 坐标 轴 z 与 y ,分别 以 物体 与 支承 静止 时 的 平衡 位 置 为 原 


DoE 
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点 ,向 上 为 正 。 其 运动 微分 方程 为 
1 十 cz 一 JJ 十 RCZC 一 y) 一 0 
或 者 改写 成 为 
并 十 2twsz 十 wx 二 2Ctwny 二 wiy 
设 支承 运动 由 下 式 给 出 
y= lm(Ye™’) 
下 面 改 用 比较 简洁 的 复数 方法 求解 。 将 支承 的 位 移 y 与 振动 系统 中 质量 m 的 强迫 
振动 啊 应 zx 表示 为 复数 形式 , 即 
y= Ye*’, y= iwYe” 
r= Xe?, T= ivwXe®?, Y=—w Xe ? 


把 上 面 两 式 代入 振动 微分 方程 得 


[1 (E) rizc(2)]xe "= [Ti 人 (全 和 
因为 X 与 Y 都 是 实数 ,je ?| 三 1, 故 有 























XI |1l+ti2tA| 1 (C264) /Tr 

| | 1 一 和 归 十 i285A | (1 —A) + (C20) lt 25%) | How) | 

、 DX 1 十 i285A ppm 二 
其 次 可 以 把 特征 方程 于 e< J 一 Xr 二 25 的 左右 两 端 分 别 写 为 

Fe” 一 区 (cosy isin p) 

1 十 i25 (1 二 i28A)(1 一 驴 一 i251) (1 一 12) 十 (251) 一 这 513 

1 一 和 十 i25X (1 CA) 十 (205A)? (和) 二 (254)? 

比较 上 面 两 式 , 可 见 
tang =~ 2 人 - 


(1 一双 ) 十 (2517) 
其 响应 为 


1 二 i2eX we | | 1 + C2) oe | 
. Im| i ci | mn tir Ye 


以 为 横 坐标 ,区 为 纵 坐标 ,可 以 作出 不 同 阻尼 系数 《情况 下 的 幅 频 响应 曲线 ,如 
图 3.2-5 所 示 。 它 与 简 谐 激 振 力 Fosinwt 作用 下 的 响应 曲线 基本 相同 。 只 是 在 频率 比 
4 一 V2 处 ,不 论 相 对 阻尼 系数 5 等 于 多 少 ,振幅 X 都 等 于 支承 运动 振幅 了 Y。 当 )>>V2 时 ， 


振幅 X 就 小 于 支承 运动 振幅 Y, 而 且 阻 尼 大 的 系统 比 阻 尼 小 的 系统 的 振幅 反而 要 稍 
大 些 。 












































> 小 






































3.3 隅 振 


机 器 运转 时 由 于 各 种 激励 因素 的 存在 ,振动 通常 是 不 可 避免 的 。 这 种 振动 不 但 影响 
附近 仪器 设备 的 正常 工作 ,还 会 引起 机 器 本 身 结构 和 部 件 的 损坏 或 降低 效率 等 ,由 于 振动 
产生 的 虞 声 对 人 体 健康 也 是 有 害 的 ,因此 有 效 地 隔离 振动 是 现代 化 
工业 中 的 重要 问题 。 为 了 减 小 这 种 振动 ,通常 在 机 器 底部 加 装 弹 
簧 .橡胶 等 隔 振 材 料 , 相 当 于 在 机 器 底部 与 地 面 之 间 有 弹簧 与 阻尼 
器 隔 开 ,如 图 3. 3-1 所 未。 显然 , 力 是 通过 弹簧 和 阻尼 器 传 给 地 基 
的 ,该 力 为 





3.3-1 Fr = kri+ci = (kicw) Xe (3. 3-1) 
根据 式 (3.2-7) 得 X 的 表达 式 并 代 人 式 (3.3-1) 得 
Fr 一 (k++ 1cw) Fo wry 
VCIT 一 2 十 (2517)7 和 
1 十 i25A 





Foeie®? (3.3-2) 





VO A 
则 传递 力 的 幅 值 为 
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1 (254) _ 
| Fr |= /0 二 a (3.3-3) 
取 无 量 纲 的 比值 
__ 1 + (2064) _ 
Vy $3. 3-4) 








这 就 是 实际 传递 力 的 力 幅 与 激励 力 幅 之 比 , 称 为 传递 率 。 
图 3.2-5 同样 可 表示 传递 率 产 -关于 频率 比 X 的 特性 曲线 ,从 中 可 以 看 出 : 


(1) 不 论 阻尼 大 小 ,只 有 当 频 率 比 X 汪 V2 时 , 才 有 隔 振 效果 。 
(2) 4>>V2 以 后 , 随 着 频率 比 增加 ,传递 率 逐 渐 趋 于 零 。 但 在 1 之 5 以 后 ,传递 率 几乎 
水 平 , 实 际 上 选取 和 值 在 2.5~5 之 间隔 振 效果 已 经 足够 了 。 


(3) 当 》>V2 时 ,传递 率 随 相 对 阻尼 系数 5 的 增 大 而 提高 。 即 在 此 情况 下 增 大 阻尼 不 
利于 隔 振 。 


3.4 振动 测量 仪器 


振动 测量 仪器 基本 上 分 为 三 类 : 即位 移 计 、 速 度 计 和 加 速度 计 。 它 们 都 是 利用 支承 
运动 产生 的 强迫 振动 振幅 频率 特性 制 成 的 。 图 3. 4-1 
示意 了 测 振 仪 的 基本 原理 , 测 振 仪 内 部 包括 一 个 惯性 
质量 m、 弹 簧 和 阻尼 c, 组 成 一 个 单 自 由 度 振动 系统 。 
测 振 时 直接 把 仪器 外 壳 与 振动 物体 固 接 , 外 壳 随 振动 
物体 一 起 作 同 样 的 振动 ,利用 连接 在 质量 上 的 指针 或 
通过 电信 号 指示 出 所 测 位 移 或 加 速度 。 





振动 系统 的 微分 方程 3.4-1 
mm 十 c(z 一 y) 十 k(x 一 y)= 二 0 (3.4-1) 
设 z=x 一 y 为 质量 m 和 外 壳 之 间 的 相对 位 移 , 据 此 式 (3.4-1) 可 以 改写 为 
m 几 十 仿 十 hz 二 一 my (3. 4-2) 
假设 简 谐 激励 为 
y = Ye (3. 4-3) 


则 方程 (3. 4-2) 成 为 
m 之 十 必 十 kz 二 Ymw’ ew (3.4-4) 
通过 类 似 于 前 面 的 分 析 , 得 出 响应 为 
z= Ylw/w)’ | Hlw) | eTY (3.4-5) 
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令 z 一 Ze ”, 可 以 得 出 各 对 皇 的 用 线 与 图 3. 2-3 相同 ,只 要 将 纵 坐 标 妆 以 区 代替 。 
(1) 位 移 计 
把 响应 幅 值 Z 变换 为 如 下 形式 
Va 3 I = 2 ‘3,470) 
一 入 7) Ca)” 1 2 25\ 
\( 志 -1) + (至 ) 
可 以 看 出 , 当 )->co 时 ,Z->Y, 此 时 指针 所 指示 的 就 是 振动 物体 的 位 移 。 实 际 上 只 要 振动 
物体 的 频率 w 比 测 振 仪 的 固有 频率 w, 足够 高 ,就 可 以 使 测 得 的 Z 值 足 够 准确 地 接近 于 
振动 物体 的 实际 振幅 。 为 此 , 测 振 仪 要 求 振动 质量 要 大 ,弹簧 要 软 , 所 以 位 移 计 的 缺点 就 
是 构造 重 , 体 积 大 ,可 见 位 移 计 是 一 种 低 固 有 频率 的 仪器 。 
(2) 加 速度 计 
把 响应 幅 值 Z 变换 为 如 下 形式 
Zz Yow? Y 


二 一 (3.4-7) 
wi VA HA) ws VN) A) 




















式 中 为 被 测 振动 物体 加 速度 的 幅 值 .可 以 看 出 , 当 和 一 0 时 , 2Z 一 三 ,此 时 指针 指示 的 值 


与 被 测 物体 的 加 速度 成 比例 .加 速度 计 要 求 系统 本 身 的 固有 频率 ws 必须 比 振动 物体 的 频 
率 w 足 够 高 ,从 而 使 /足够 小 .所 以 加 速度 计 是 一 种 高 固有 频率 的 仪器 。 

必须 指出 ,无 论 是 位 移 计 ,还 是 加 速度 计 的 频率 适用 范围 都 受到 阻尼 的 很 大 影响 。 
图 3. 4-2 用 比较 大 的 比例 尺 表示 了 各 个 不 同 《 值 的 放大 因子 8=| 互 (w)| 是 如 何 随 频率 比 
) 一 区 而 改变 的 。 大 多 数 加 速度 计 都 采用 “接近 于 0. 70, 这 样 不 仅 能 扩大 仪表 的 量程 ,而 


且 可 以 减免 相位 的 畸变 。 




















IH(W) 
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3.5 简 谐 力 与 阻尼 力 的 功 


有 阻尼 的 系统 在 振动 时 ,机 械 能 不 断 耗 散 而 使 振动 逐渐 衰减 ,如 果 不 从 外 界 输入 能 
量 ,振动 经 过 一 段 时 间 之 后 就 会 停止 。 在 强迫 振动 中 ,激励 对 振动 物体 做 功 ,能 量 不 断 输 
人 振动 系统 , 当 能 量 输入 与 能 量 耗 散 相 等 时 ,振幅 保持 常 值 , 系 统 进行 稳 态 振动 。 现 在 就 
来 说 明 激 励 与 阻尼 在 强迫 振动 中 所 做 功 的 计算 方法 。 

(1) 简 谐 激 振 力 在 一 个 周期 内 所 做 的 功 

设 有 激励 下 = Fosin wz , 沿 zx 轴 方 向 ,作用 于 物体 mw 上 ,其 运动 方程 的 解 为 += 
Xsin(wi 一 9), 则 在 一 个 周期 内 激励 所 做 的 功 为 


了 2m 2niw 
Es: =| Fdr = | Frdt = wXF, sin wicos(wt 一 9p)dt 
0 0 0 


= 了 wxXFo|- “Tsin(2wt 一 p) + sin gjdt = xXF,siny (3.5-1) 
可 见 , 简 谐 激 励 每 周 所 做 功 的 大 小 ,不 仅 决定 于 力 与 振幅 的 大 小 ,还 决定 
于 两 者 之 间 的 相位 差 。 在 9 二 宛 , 即 共振 时 ,E; 取 最 大 值 。 


(2) 阻尼 力 在 一 个 周期 内 所 消耗 的 能 量 , 即 一 个 周期 内 所 做 的 功 

对 于 粘性 阻尼 力 F = 民 , 同 样 系统 作 简 谐 强 人 迫 振 动 时 ,有 x= 
Xsin(wt 一 g9), 工 二 XXwcos(wt 一 9g) ,所 以 下 = 二 cXwcos (wt 一 p)， 故 阻尼 力 图 3.5-1 
在 一 个 周期 内 所 做 的 功 为 


工 2 ww 
E. =| Fzxdt =| CX*w cos (wt — p)dt = xcX iw (3.5-2) 
0 0 


可 见 , 粘 性 阻尼 力 所 做 的 功 与 振幅 的 平方 成 正比 ,与 振动 频率 也 成 正比 。 
当 每 个 周期 的 能 量 输入 与 耗 散 相等 时 ,由 方程 (3. 5-1) 和 方程 (3. 5-2) ,有 


~ 
人 





X 一 sn (3.5-3) 
Cw 
在 发 生 共振 时 w 一 w, ,gq 王 x/2, 可 得 
X 一 了 一 了 (3.5-4) 
Cw Cwn 


这 就 是 方程 (3. 1-13)。 这 时 激励 每 个 周期 所 做 的 功 最 大 ,阻尼 力 所 消 耗 的 能 量 也 最 大 。 
例 3.5-1 已 知 下 二 Fosin(wt 十 9g), XxX 二 Xsinwi, 求 下 的 功率 P。 


解 : P = 下 FoXFosin(wttp)eos wt= XFLsin 9 十 sin(2wz 十 p)] 


括号 内 第 一 项 是 常量 ,第 二 项 是 频率 2w 的 正弦 波 。 
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例 3.5-2 设 下 二 10sin rt (N),X 二 2sin(xt 一 30") (ecm), 试 求 开始 6s 内 与 开 
始 1/2 s 内 所 做 的 功 。 

解 : 力 下 与 位 移 x 振动 频率 w 一 x, 周 期 ==2x/w 一 2 s, 在 6s 内 有 三 个 周期 , 故 由 方 
程 (3. 5-1) 有 
Ee =3nXFosing = 3nr X2X 10sin30 = 94.2 (N. cm) 





Ti 2 
Es =ZoXF,|. Lsin(2w1 一 p) + sin gd 


2 2 
其 中 1/2 s 内 有 1/4 个 周期 数 。 


=—XF, (sin p+ cos ¢)= 16.51 (N+ em) 


3.6 ”等 效 粘性 阻尼 


当 系 统 中 存在 非 粘 性 阻尼 时 ,一般 将 使 振动 系统 成 为 非 线 性 系统 ,微分 方程 求解 就 比 
较 困 难 。 此 时 通常 用 一 个 等 效 粘性 阻尼 系数 co 来 近似 计算 。 

对 于 非 粘 性 阻尼 ,工程 中 通常 采用 等 效 粘 性 阻尼 的 方法 。 在 强迫 振动 中 ,根据 
式 (3.5-2) ,粘性 阻尼 每 个 周期 耗 散 的 能 量 为 xcX:w, 对 于 非 粘 性 阻尼 , 先 求 出 它 每 个 周期 
耗 散 的 能 量 已 ,然后 将 三 表示 为 

E= cawrnX’ 
得 
下 
wrnX’ 
式 中 co 称 为 等 效 粘 性 阻尼 系数 。 下 面 分 别 举例 说 明 。 

(1) 干 摩 擦 阻尼 

干 摩擦 力 通常 假定 与 法 向 压力 成 正比 ,一 般 其 大 小 与 相对 运动 的 速度 无 关 , 在 整个 强 
迫 振 动 过 程 中 保持 为 常 力 下 ,但 方向 始终 与 运动 方向 相反 。 在 强迫 振动 中 每 周期 耗 散 能 
量 为 


Ceq 一 


(3.6-1) 


E = 4XF (3.6-2) 
得 
= 4F _ 
ca 一 到 (3.6-3) 


可 见 干 摩 擦 的 等 效 粘性 阻尼 系数 ce 不 仅 与 摩擦 力 成 正比 ,还 与 系统 的 振幅 X 和 频率 w 成 
反比 。 
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(2) 速度 平方 阻尼 
当 物 体 在 流体 介质 中 高 速 运动 时 ,所 遇 到 的 阻力 通常 表示 为 与 速度 平方 成 正比 , 即 
F, 一 士 oz (3. 6-4) 
式 中 为 常数 , 正 号 对 应 于 之 二 0, 负 号 对 应 于 之 0。 
由 于 x 二 Xsin(wi 一 g) ,二 Xwcos(wt 一 g) ,因而 每 周期 所 耗 散 的 能 量 为 
E= 4| Fuidt = 4| ‘ax:dt = SoX rw (3. 6-5) 
得 





一 (8/3)aXiw 8 ca 
™ nwX’ 3 Xx 


所 以 速度 平方 等 效 阻尼 是 与 系统 的 振幅 X 和 频率 w 成 正比 的 。 

(3) 结构 阻尼 

通常 认为 由 于 材料 本 身 内 摩擦 造成 的 阻尼 , 称 为 结构 阻尼 。 在 材料 力学 中 已 经 知道 ， 
当 对 一 种 材料 加 载 超过 弹性 极限 ,然后 卸载 ,并 继续 往 反 方 
向 加 载 , 再 卸载 。 一 个 循环 过 程 中 ,应 力 应 变 曲 线 会 形成 一 
个 河 后 回 线 ,如 图 3. 6-1 所 示 。 江 后 回 线 所 包 的 阴影 面积 表 
示 材 料 在 一 个 循环 中 单位 体积 释放 的 能 量 。 这 部 分 能 量 将 
变 成 热能 散失 掉 。 结 构 材 料 实际 上 不 是 完全 弹性 的 ,在 振动 
过 程 中 也 就 是 处 在 加 载 处 载 过 程 中 ,每 一 个 振动 周期 形成 一 
次 滞后 回 线 。 结 构 阻 尼 即 由 此 产生 。 实 验 指出 ,内 摩擦 所 引 
起 的 阻尼 与 速度 无 关 , 对 于 大 多 数 金属 (如 钢 和 铝 ) ,结构 阻 
尼 在 很 大 一 个 频率 范围 内 与 频率 w 无 关 , 而 在 一 个 周期 内 所 
消耗 的 能 量 与 振幅 平方 成 正比 。 即 


wX (3.6-6) 








E=aX’ (3. 6-7) 
式 中 a 为 常数 。 得 





一 一 人 〈3.6-8) 


所 以 结构 阻尼 的 等 效 阻尼 系数 是 与 系统 频率 w 成 反比 的 。 
有 了 等 效 粘性 阻尼 系数 cu* 非 粘性 阻尼 强迫 振动 的 微分 方程 可 以 表示 为 
m 守 十 cuz 十 kx 一 F(1) (3. 6-9) 
其 特 解 的 振幅 为 
X 一 fF (3. 6-10) 
VR— mo ) +t (cw): 
事实 上 ,对 于 简 谐 激励 作用 的 振动 系统 ,通常 都 假定 振动 系统 的 稳 态 响应 也 是 简 谐 
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的 ,但 对 于 有 非 粘 性 阻尼 的 振动 系统 ,这 个 假定 不 再 正确 。 而 在 实际 问题 中 , 较 小 的 阻尼 
不 致 过 分 影响 强迫 振动 的 波形 ,上 述 计 算 方法 可 以 得 出 有 用 的 结果 。 





3.7 系统 对 周期 激励 的 响应 傅 里 叶 级 数 


前 面 已 经 讨论 了 振动 系统 受 简 谐 激励 的 响应 ,但 在 实际 问题 中 ,许多 情况 下 系统 是 受 
一 种 非 简 谐 的 周期 激励 作用 ,然而 只 要 满足 某 些 条 件 ,任何 周期 函数 都 可 以 用 简 谐 的 收敛 
级 数 来 表示 。 这 种 由 简 谐 函数 组 成 的 级 数 称 为 傅 里 时 (Fourier) 级 数 , 对 应 级 数 就 是 简 谐 
激励 作用 的 响应 问题 ,利用 又 加 原理 ,周期 激励 的 响应 则 等 于 各 简 谐 分 量 引 起 响应 的 
周期 激励 冰 数 满足 
F(t) 一 和 (十 /iT) 0 一 1 2,3，…) (3.7-1) 
式 中 本 为 周期 。 将 F(z) 展开 为 侍 里 叶 级 数 


F(1) 二 多 十 DY ajcos jw t + bsin jw 1) (3.7-2) 
了 一 1 


式 中 频率 w 一 2x/T 为 函数 FGoD) 的 基 频 , 基 频 的 整数 倍 jw 称 为 谐 频 , 其 基本 频率 作为 第 一 谐 
频 。 上 式 表 明 一 个 复杂 的 周期 激励 函数 可 以 表示 为 一 系列 谐 频 的 许多 简 谐 函 数 的 玖 加 。 
傅 里 时 级 数 的 系数 wo,ai 与 可 由 下 式 确 定 


了 2 
a 一 到 | FlDeosjotd (= 0,1,2,3,.) (3.7-3) 
T ~T/2 
2 T:2 . 
b; = 所 | Flt)sinjwtdt (7 一 1 2 3，) (3.7-4) 
元 ja 


它们 分 别 表示 函数 F(z) 中 简 谐 分 量 cos jwt 和 sin jwt 所 参与 的 程度 ,注意 到 ao/2 代表 
F(1) 的 平均 值 。 只 要 定义 的 a; 和 2 的 积分 存在 ,用 傅 里 叶 级 数 表示 函数 F(t) 总 是 可 能 
的 。 如 果 FF(2) 不 能 以 孙 数 表示 ,可 以 近似 模拟 计算 。 
单 自由 度 有 阻尼 的 质量 -弹簧 系统 在 周期 激励 和 上 (作用 下 的 微分 方程 为 
六 宇 十 中 十 有 一 分 十 2 (acos jot tbsin jo t) (3.7-5) 


对 应 于 每 一 激励 分 量 的 运动 微分 方程 为 


。 。 a 
mz 十 ci? 二 kr? 一 了 2 


mz; cz; Rr; 二 ajCos jwt (3.7-6) 


mx; 二 cz; 十 kx; = bjsin jwt 
方程 (3.7-6) 的 稳 态 响应 为 
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0 Co 
”ok 
x 一 天 | Hj(jw) | cos(jo 一 后 ) (3.7-7) 
， 2 . . . 
ZX; 一 二 | HjCGw) | sin GQwt— 9;) 
式 中 
| HCjw) (= 1 (3.7-8) 
Vl 2) 二 (C204;) 
2cA 
tan oj = 证 (3.7-9) 
一 姻 (3.7-10) 
Wn 
由 倒 加 原理 得 周期 激励 的 稳 态 响应 为 
蛇 + 于 = + Ds 
入 + 于 es 一 多 二 jSin(jJw t — gi) (3.7_11) 
2 kV — XA) + (Da) 


例 3.7-1 无 阻尼 单 自 由 度 系统 受 如 图 3.7-1 所 示 的 周期 方 波 激励 。 试 求 系统 的 稳 
态 响 应 。 
解 : 周期 方 波 激 励 的 数学 描述 为 
F, (0 <t<T/2) 
F(t) 一 
人 (T/2<1<T) 
式 中 工 为 周期 。 将 FG) 展开 为 傅 里 叶 级 数 ， 
其 健 里 叶 级 数 的 系数 为 图 3.7-1 


T’2 
= 东 | Fod = 。 











a; =#| Flt)cos(jw 1)dt 一 0 





F 。，， di 二 4Fo fT? .. 1 
b; =- 于 | 2 (1)sin(jw 1)dit 一 元 | sin(jw 1) dt 
0 0 为 偶数 ) 


二 一 2Fo (os jr — 1) = ,4F 
jx 元 (J 为 奇数 ) 





则 周期 方 波 表示 的 侍 里 叶 级 数 为 
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FD=4 3 tsinGwr) 
T )=1.35. J 


对 于 任 一 项 激励 的 响应 为 


Xj; 一 sindo t) 
式 中 心 一 也 为 第 j 项 对 应 的 频率 比 ,那么 响应 由 亚 加 原理 得 


wn 

4F, 1 sin(Cjw 1) 
.kr 7 一 (Jay[oon 
例 3.7-2 图 3.7-2 所 示 凸 轮 使 顶 杆 D 沿 水 平 线 进行 周期 句 贞 波形 运动 ,通过 弹 得 
ki 使 振动 系统 有 强迫 振动 。 已 知 凸 轮 升 程 为 
2 cm, 转速 为 60 r/min, ki 二 上 二 10 N/cmy ec 一 
0.5N，s/cm,m 一 1/20 kg。 试 求 振动 系统 的 稳 态 
振动 。 

解 : 顶 杆 D 的 运动 方程 为 
2 


二 


























Xl = 元 (0<<t<< TIT) 
激 振 频率 为 1 Hz, 即 T=1s,w 二 2xs : 。 将 激励 zi 
展开 成 傅 里 叶 级 数 为 
X! 一 学 十 > (aicos 和 tt 二 bjsin jwt) 
j=1 
其 中 
2 ep ee 
一 一 = 一 = ost 一 
ao 和 | zd 27x|o ontdt 二 | tdi 2 |， 2 
2 T . 2 Zr ww . 
4 三 示 | ,1c0s jw tdt = | tcos jw tdi 
2 1 . 2x/w 
= (Cos jw t+ jw tsin jwt) 
x (jw) 0 
= (cos 12r 十 72rsin 12 一 1) 一 0 
2 T . . 90 2x’w . . 
ob; 到 | xisin jo td 一 pk isin jw tdt 
2 2ryow 
= sin jot — jo tcos jo t) 
= (sin j2x — J2ncos J2n) 一 一 和 


ne ny 
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得 zx 的 傅 里 时 级 数 为 


























2 1 
一 上 一 一 一 Sin jwt 
Tj=1 J 
振动 系统 的 运动 微分 方程 为 
mz Ci— kr—hk(r— rr) 
或 
., ， 2 1 ，. 
mz 十 十 (十 ki)x = ir ki 二 之 FSin jot 
一 和 十 各， 25w, 一 和， A 二 名 
mm m Wn 
则 对 应 于 激励 的 第 j 次 谐 频 一 sin jat， 振动 系统 的 稳 态 运动 为 
7 — 2kisin(jwt— 9;) 
(k++R)jnV IN) + (2CIA) 
np Ty 
对 应 于 级 数 中 常数 项 & ,振动 系统 的 响应 为 
kk 
30 站 十 
因此 ,在 凸轮 运动 的 作用 下 ,振动 系统 的 稳 态 运动 为 
kk | 一 < sin(jwt ~ 9;) | 
”十 襄 nH VITA + CIN) 
由 给 出 的 数据 ,有 
wv = +h 400, A 二 名 = 2 0.1x, 
m Cn 20 
cc 0.5 
$= 2mws 2X (1/20)x 20 0. 25 
因此 得 
= 也 2 记 sin(2jnt — 9;) | 
”2 «2 JWV[LI 一 (0. 1r77)2 J + C0.05n7)? 
0. O05xny 
一 arctanT 一 001 


引入 下 述 定义 ， 
(1) 若 开 (三 下 (一 已 , 则 函数 F(t) 称 为 1 的 偶 陆 数 。 
(2) 车 下 (1) 二 一 F( 一 稍 , 则 函数 F(1) 称 为 1 的 奇 函数 。 
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如 果 把 FE(oO 按 上 展 成 割 级 数 , 而 下 (为 偶 晒 数 ,那么 :的 奇 次 宕 的 系数 均 为 零 ; 反 之 ， 
如 果 F(z) 是 奇 函 数 ,那么 上 的 偶 次 宕 的 系数 均 为 零 。 作 为 例子 ,容易 证 明 ,cos jwt 是 上 的 
偶 函 数 ,sin jwt 为 奇 函数 。 在 传 里 叶 展 开 式 中 ,如 果 下 (0 是 偶 函 数 , 系 数 访 均 为 零 ,如果 
(2) 为 奇 消 数 , 则 系数 w 均 为 零 。 





3.8 ”系统 对 任意 激励 的 响应 卷 积 积 


3.7 节 讨 论 了 周期 激励 作用 下 系统 的 响应 。 在 不 考虑 初始 阶段 的 瞬 态 振动 时 , 它 是 
稳 态 的 周期 振动 。 但 在 许多 实际 问题 中 ,激励 并 非 是 周期 函数 ,而 是 任意 的 时 间 函 数 ,或 
者 是 在 极 短 时 间 间 隔 内 的 冲击 作用 。 例 如 ,列车 在 启动 时 各 车 大 挂钩 之 间 的 冲击 力 ;火炮 
在 发 射 时 作用 于 支承 结构 的 反作用 力 ; 地 震波 以 及 强烈 爆炸 形成 的 冲击 波 对 房屋 建筑 的 
作用 ;精密 仪表 在 运输 过 程 中 包装 箱 速度 (大 小 与 方向 ) 的 突变 等 。 在 这 种 激励 情况 下 , 系 
统 通常 没有 稳 态 振动 ,而 只 有 了 瞬 态 振动 。 在 激励 停止 作用 后 ,振动 系统 将 按 固有 频率 进行 
自由 振动 。 但 只 要 激励 持续 ,即使 在 在 阻尼 ,由 激励 产生 的 响应 也 将 会 无 限 地 持续 下 去 。 
系统 在 任意 激励 作用 下 的 振动 状态 ,包括 激励 作用 停止 后 的 自由 振动 , 称 为 任意 激励 的 响 
应 ,周期 激励 是 任意 激励 的 一 种 特例 。 

有 多 种 方法 可 以 确定 系统 对 任意 激励 的 响应 ,这 取决 于 描述 激励 函数 的 方式 。 一 种 
方法 是 用 傅 里 叶 积 分 来 表示 激励 , 它 是 由 健 里 叶 级 数 通过 令 周 期 趋 近 于 无 穷 大 的 极限 过 
程 来 得 到 的 。 所 以 ,实质 上 激励 不 再 是 周期 的 。 另 一 种 方法 是 将 激励 视 为 持续 时 间 非 常 
短 的 脉冲 的 个 加 ,引用 卷 积 积分 的 方法 ,对 有 具有 任何 非 齐 次 项 的 微分 方程 ,都 用 统一 的 数 
学 形式 把 解 表示 出 来 ,而 且 所 得 到 的 解除 代表 强迫 振动 外 ,还 包括 伴随 发 生 的 自由 振动 。 


1. 脉冲 响应 

一 单位 脉冲 输入 ,具有 零 初 始 条 件 的 系统 响应 , 称 为 系统 的 脉冲 响应 。 

宽度 T ,高度 1/T 的 矩形 脉冲 ,如 图 3. 8-1(a) 所 示 。 这 个 矩形 脉冲 的 面积 为 1 ,为 
了 得 到 单位 脉冲 ,使 脉冲 宽度 T, 接近 于 零 , 而 保持 面积 为 1, 在 极限 情况 下 ,单位 脉冲 的 
数学 定义 为 


86(t) 一 0 (1t 关 0) 
| (3.8-1) 


| 8(Wdi=1 


这 个 脉冲 发 生 在 :一 0 处 ,如 图 3.8-1(b) 所 示 。 如 果 单 位 脉冲 发 生存 1 二 a 处 , 则 它 可 由 下 
式 定义 





BC 一 0a) 一 0 (ta) 
| (3.8-2) 


| 8 — adt=1 
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Fn Fn) 
1 
“， "| “| 
O To { O a t 
(a) (b) 
图 3. 8-1 


注意 ,6(t 一 a) 是 一 个 沿 着 时 间 轴 正 向 移动 了 a 时 间 的 单位 脉冲 。 

具有 上 述 特 性 的 任何 函数 (并 不 一 定 是 矩形 脉冲 ) ,都 可 用 来 作为 一 个 脉冲 , 称 为 8 函 
数 。 数 学 上 ,单位 脉冲 必须 具有 有 零 脉 冲 宽度 .单位 面积 和 无 限 的 高 度 。 这 样 的 脉冲 模型 不 
可 能 在 现实 应 用 中 实现 ,然而 在 具体 系统 的 脉冲 试验 中 , 若 激励 的 持续 时 间 同 系统 的 固有 
周期 (T=1/ 方 相 比 非常 的 短 , 则 激励 就 可 以 考虑 为 一 个 脉冲 。8 函数 的 单位 为 s ' ,在 其 
他 方面 的 情况 ,6 浮 数 将 有 不 同 的 量 纲 。 


如 果 在 上 = 0 与 t=a 处 分 别 作 用 有 瞬时 冲 量 正 , 则 对 应 的 脉冲 力 可 方便 地 写成 
| (1 = 0) 
FOD) 一 1 (3.8-3) 
FS(1—a) (t= 4a) 
式 中 下 的 单位 为 Ns。 
现在 来 研究 单 自由 度 阻尼 系统 对 脉冲 力 FF=F8(1) 的 响应 ,系统 振动 微分 方程 为 


m 计 十 尺 十 kr 二 FC1) (3.8-4) 
假定 系统 在 脉冲 力 6() 作 用 之 前 处 于 静止 , 即 
xz(0 )= 2(0 )=0 (3.8-5) 


由 于 8(4) 作 用 在 1 二 0 处 ,对 于 1 之 0' ,系统 不 再 受 脉 冲力 的 作用 ,但 其 影响 依然 存在 。 
另外 ,系统 对 于 零 初 始 条 件 的 响应 ,将 变 成 上 一 0 时 的 初始 条 件 引起 的 自由 振动 。 
为 了 找 出 上 一 0 时 的 初始 条 件 , 对 方程 (3. 8-4) 在 区 间 0 志 1 志 01! 上 积分 两 次 ,有 
m[x(0+) 一 xz(0 )] 十 |. crd 十 | [ kr dtdt = | | joc)didt (3.8-6) 
因为 
| 总 cod = | 了 Cd: 一 六 常量 (3. 8-7) 


则 方程 (3.8-6) 的 右 端 积分 两 次 为 无 限 小 量 , 可 以 略 去 不 计 。 又 因为 位 移 x 为 有 限 值 ,所 
以 方程 (3.8-6) 左 端 第 二 项 和 第 三 项 的 积分 值 是 无 限 小 量 或 高 一 阶 的 无 限 小 量 , 同 样 近 
似 取 为 零 。 考 虑 到 x(0 ) 王 0, 则 有 








机 要 振动 








Xx(0 ) 二 0 (3.8-8) 
也 就 是 说 ,在 脉冲 力 F(z) 作 用 的 极 短 时 间 内 ,质量 m 还 来 不 及 发 生 位 移 。 
现在 ,只 对 方程 (3. 8-4) 在 区 间 0 二 1 志 0' 上 积分 一 次 ,有 
m[2(01)—2(0 )] 十 c[Lz(0 ) 一 z(0 )] 二 | hrd 一 | Fa(tyd: (3.8-9) 
同 理 ,方程 (3.8-9) 的 右 端 为 下 , 左 端的 第 二 项 为 零 ,而 第 三 项 可 以 忽略 不 计 ,得 


(0 ) = 上 (3.8-10) 
m 


可 见 , 若 系统 在 脉冲 力作 用 之 前 静止 ,脉冲 力 使 速度 产生 瞬时 变化 , 则 可 以 认为 在 上 一 0 时 


作用 的 脉冲 力 等 效 于 初始 位 移 x(0) 二 0 和 初始 速度 w = 上 /mm 的 初始 干扰 作用 ,所 以 
方程 (3. 8-4) 等 价 于 初始 条 件 引 起 的 自由 振动 , 即 





m 广 十 ct 十 kr 二 0 
让 (3.8-11) 
zx(0) = 0， (0) = | 
m 
其 解 为 
F bunt es 一 2 
0 = i sin wat, wa Vl—t w, (t>0) (3 8_12) 
0 (人 < 0) 
令 玉 =1, 则 系统 受 单位 脉冲 力 F(z) 二 6(1) 作 用 ,其 响应 称 为 脉冲 响应 , 即 
1 e onisinwat (t > 0) 
h(t) = 4 mwa (3.8-13) 
0 (1 < 0) 


2. 卷 积 积分 

利用 脉冲 响应 ,可 以 计算 振动 系统 对 任意 激励 函数 F(z) 的 响应 ,把 F(1) 视 为 一 系列 
幅 值 不 等 的 脉冲 ,用 脉冲 序列 近似 地 代替 激励 下 (1) ,如 
图 3.8-2 所 示 ,脉冲 的 强度 由 脉冲 的 面积 确定 ,在 任意 时 
刻 二 = 处 ,相应 的 时 间 增 量 为 Ar, 有 一 个 大 小 为 F(t)Ar 
的 脉冲 ,相应 的 力 的 数学 表达 为 F(r)Ar6( 一 r) 。 因 为 在 
t 二 t+ 处 对 脉冲 的 响应 为 h(i 一 z) ,所 以 脉冲 FCr)Ars( 一 
rz) 的 响应 为 其 单位 脉冲 响应 和 脉冲 强度 的 乘积 , 即 
F(Tr)Arh(t 一 +)。 通 过 从 加 , 求 出 序列 中 每 一 脉冲 引起 的 
响应 的 总 和 为 
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TD) sx FODR(— Ar (3. 8-14) 

令 Ar 一 0 ,并 取 极 限 , 上 式 表 示 为 积分 形式 
Ci) = | Feonc 一 adr (3. 8-15) 

0 


式 (3.8-15) 称 为 卷 积 积分 ,又 称 为 杜 哈 梅 (Duhamel) 积 分 , 它 将 响应 表示 成 脉冲 响应 的 到 
加 。 这 里 六 (一 z) 是 将 方程 (3.8-13) 中 的 上 用 :一 r 代替 后 得 到 的 。 因 而 ,将 方程 (3.8-13) 
中 的 上 换 成 上 一 rz 后 代入 方程 (3.8-15) ,得 到 

1 


式 (3.8-16) 表 示 单 自由 度 有 阻尼 的 质量 -弹簧 系统 对 任意 激励 下 (i) 的 响应 。 要 注意 的 
是 ,方程 (3.8-16) 是 在 零 初始 条 件 下 ,对 于 输入 FF(1) 得 到 的 系统 输出 zx(i) 。 若 在 上 =0 
时 ,任意 激励 F(7) 作 用 的 瞬时 ,系统 的 初始 位 移 和 初始 速度 为 

t=0, 7x(0)= xo, 7X(0)= 


则 系统 的 响应 是 由 激励 和 初始 条 件 引起 的 响应 的 至 加 , 即 


X(t) 一 





| Flr)e tr Usin wa(t — r)dr (3.8-16) 


x(1) =e te (xocos wat 十 


Xo 十 Cwnro . 
To Cwrro 2 sin wat ) 
wa 


1 


式 (3. 8-15) 积 分 式 中 的 脉冲 响应 被 推迟 或 移动 了 时 间 :一 r, 也 可 以 移动 激励 函数 
F(z) 来 代替 脉冲 响应 的 移动 而 导出 一 个 相似 的 式 子 。 令 :一 rz= 心 则 一 dr=dx, 此 外 考虑 
式 (3.8-15) 中 的 积分 限界 , 当 r=0 时 ,u=t, 当 r=t1 时 ,u==0, 将 其 代入 式 (3.8-15), 得 到 


z(t) = | FG whadu (3.8-18) 
DO 


上 式 为 卷 积 积分 的 另 一 种 表达 形式 。 式 (3. 8-15) 中 的 + 和 式 (3.8-18) 中 的 w 只 是 积分 变 
量 , 可 见 卷 积 积分 对 于 激励 F(1) 和 脉冲 响应 h(1) 是 对 称 的 , 即 


六 (有 = | FAG Ddr= | Fe 一 Dacodr (3.8-19) 
0 0 


卷 积 积分 在 线性 系统 研究 中 是 一 个 有 力 的 工具 。 虽 然 式 (3.8-16) 不 便于 笔算 ,但 是 
用 计算 机 可 以 容易 地 进行 计算 。 
例 3.8-1 设 一 单 自 由 度 无 阻尼 系统 受到 的 简 谐 激 励 如 下 : 
Fosinwt (+t > 0) 
F(t) = | 
0 (it <0) 


十 





| Fe sme Dgin w(t — rde (3.8-17) 
0 











试用 卷 积 积 分 计算 其 响应 。 
解 : 在 方程 (3.8-16) 中 , 令 ==0,w 一 w,, 则 


x01) =- 二 FnmDsinw (一 rdr 一 | Sin wr sin w(t — dr 
nwnJo MwnJo 
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PF, 1 ， , 
Ty (sin wt 一 sin wt ) 
因为 当 1<0 时 没有 激励 ,所 以 其 响应 应 该 写成 下 面 的 形式 
Po i i 
CD 二 wl" wt Ds wrt) (1t > 0) 
0 (ft < 0) 


上 式 右 端 第 一 项 代表 强迫 振动 , 它 是 按 激励 频率 w 进行 的 稳 态 运动 ,即使 振动 系统 有 阻 
尼 也 并 不 衰减 ;第 二 项 是 按 回 有 频率 w。 进行 的 自由 振动 ,只 要 振动 有 极 微小 的 阻尼 就 会 
迅速 衰减 ,所 以 是 瞬 态 振动 。 应 用 卷 积 积分 , 则 稳 态 振动 与 瞬 态 振动 可 同时 得 出 。 
例 3. 8-2 试 确定 单 自 由 度 无 阻尼 系统 在 零 初 始 条 件 下 
对 图 3. 8-3 中 激励 函数 的 响应 。 
解 : 由 图 可 得 激励 也 数 为 
ee (0&1E) 
F(t) = 
Ft — D/H)| (ttRb) 





当 0<10 ,FD=F, 时 ,由 方程 (3. 8-17) 得 到 
1 











ZX(1) = Fi | rsin ws (ft — rT)dr 一 | i 2 er) 
mwntiJo Ek\ii cn 二 
当 记 <4<t ,FH)=P = 时 ,有 
2 1 











7X(1) 一 2 上 rsin wn (ft 一 rz)dr 十 也 | fa sin w(t — rdr 
0 1 


mwnti mownJn te 





二 Sin wnt ta(t—1) ， 人 
L 
k ti wnti tt —11) cat (ti — tt) 


当 三 所 时 ,得 





F 1 F 12 to 一 并 . 
x(t) 一 ! rsin on 人 一 rzr)dr 十 一 上 | sinw,(t— rdr 
mwntiJo DwWny i 12 一 所 





一 是 | sin w(t — 1;) 十 sment | 
k wnti (ts 一 万 ) wn lls 一 五 ) Cont 


例 3.8-3 如 图 3.8-4 所 示 为 一 质量 -弹簧 系统 ,箱子 由 高 彤 处 静止 自由 下 落 , 当 箱 子 


触 到 地 面 时 , 试 求 传递 到 质量 m 上 的 最 大 力 是 多 少 ? 假定 质量 m 和 
箱子 之 间 有 足够 的 间隙 ,不 会 碰撞 。 
解 ; 设 x 与 y 分 别 代表 质量 m 与 箱子 的 绝对 位 移 ,在 自由 下 落 
过 程 中 ,质量 m 的 运动 微分 方程 为 ly 

mx 一 一 有 (一 y) 
以 == xz 一 y 代表 质量 mm 相对 于 箱子 的 相对 位 移 , 有 图 3.8-4 


~ 
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之 十 wz 二 一 
式 中 


假定 箱子 的 质量 远大 于 质量 mr, 因 而 可 以 认为 质量 m 的 运动 不 影响 箱子 的 自由 下 
落 。 由 于 箱子 是 由 高 h 处 自由 下 落 , 故 有 


由 卷 积 积分 (3.8-16), 有 





之 一 一 | sin w(t 一 rz)dr 一 & (1 COS wnt) 
Cnv 0 wn 


因而 


. 7 
之 二 一 Bsin wntl 
ww 


这 就 是 在 箱子 着 地 前 质量 m 相对 于 箱子 的 位 移 与 速度 。 
设 箱子 着 地 的 瞬时 为 万 ,由 自由 落体 知 


/2h 
二 /和 守 
8 


就 在 瞬时 4 之 前 ,质量 m 的 相对 位 移 和 相对 速度 为 


zi = 一 名 (1 — cos oo ) 
Wn 
之 1 = 一 名 sin wntl 
Wn 
同时 箱子 的 速度 为 
y= gt 


由 于 箱子 着 地 后 即 静 止 在 地 面 上 ,不 回 跳 。 在 箱子 着 地 的 瞬间 ,质量 mr 相对 箱子 的 位 移 
与 速度 分 别 为 








之 0 之 1 & (1 COS whl} ) 


Zo 二 十 消 一 一 二 sin cn 十 St 
改 取 有 瞬时 4 为 初始 瞬时 , 则 箱子 着 地 后 质量 m 相对 箱子 作 自 由 振动 ,其 相对 运动 方程 为 
z gin wnt 十 Zo COS wnt 


总 (oo 一 Sin wnti ) Sin wnt 一 名 (1 一 cos wnti) Cos wnt 
n Wn 


=Asin(wnt — 9) 











三 二 
A= 8 Von — sinwt) (1 cos wt) 
wn 


1 一 cos wt ) 
wnti — SiN con 加 


通过 弹簧 传递 到 质量 m 上 的 最 大 力 等 于 kA , 即 


Fi = kA = 8 Vr not) TU coswiy 
wn 


Pp arctan( 





3. 单位 阶 跃 响 应 


作为 卷 积 积分 的 一 种 应 用 ,现在 来 计算 单 自 由 度 阻 尼 系 统 对 单位 阶 牙 函数 的 响应 。 
如 图 3.8-5 所 示 的 单位 阶 跃 淆 数 在 数学 上 可 以 定义 为 


lt-——- 上 (1 > a) 
u(t—a)= (3.8-20) 
0 (<<a) 


显然 ,函数 在 1 二 a 处 有 一 突变 ,其 值 从 0 跳 到 1。 如 果 
突变 发 生 于 !=0 处 ,那么 这 一 函数 可 以 简单 地 写成 
u(t)。 单 位 阶 跃 函数 是 无 量 纲 的 也 数 。 于 是 当 一 个 任意 函数 下 (4) 与 单位 阶 牙 函 数 
u(t 一 4) 相 乘 时 ,F(t)u(t 一 a) 相 对 于 1 一 a 的 部 分 等 于 零 ,而 其 余 上 >a 的 部 分 则 不 受 影 
响 , 即 


u(t1—a) 











图 3.8-5 


F(t) (t> a) 





FDud 一 a) = (3. 8-21) 
0 (<Ca) 
单位 阶 牙 函数 u(t 一 a) 与 脉冲 函数 SC 一 a) 之 间 存 在 着 密切 的 关系 , 即 
u(t—a) 一 | 6(r 一 a)dr (3.8-22) 
反 过 来 , 则 8G 一 a) 可 以 视 为 u(t 一 4) 对 时 间 的 导数 , 即 
6G 一 ao) = dt ~ a) (3. 8-23) 
di 


当初 始 条 件 为 零 时 ,系统 对 在 上 一 0 处 所 作用 的 单位 阶 牙 函数 u(t) 的 响应 , 称 为 系统 
的 单位 阶 牙 响应 ,用 g(t) 表 示 。 

将 F(z) 二 ul(z) 代 入 卷 积 积分 ,可 得 单位 阶 牙 响 应 
1 


mowd 





g(t) = uh Ddr = | @ tent gin w(t— rdr (3.8-24) 
0 0 


考虑 到 


六 Cem nD) e ed ] (3, 8-25) 


sin cd (上 一 T) 一 
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因而 积分 (3.8-24) 可 以 改写 成 




















一 go DF ood nr io _ 
g(t) 二 二 | Le™ e “Tn jdr (3. 8-26) 
令 上 一 rz 一 adr 一 一 da, 并 互 换 积 分 的 限界 后 ,积分 (3. 8-26) 成 为 
to . . 1 @ ton iod )e @ entivg)a 上 
一 twna wa lw ja 一 
8 zs),° Ce 有 [= (Co 二 ra Tie | 。 
四 1 (一 [一 (Cwn 十 iwa ) es’ 十 (Cwon 一 lood )e ed ] — 12wa | 
Zim wa Co 二 wi Co 二 wd 
. ot . . 
re e (12wacos i2¢ wn sin 0 | (3 8_27) 


作 一 些 代 数 运算 后 ,并 注意 到 Ew 十 wi 二 wi, mw 二 ,et 一 coswat 十 isinwat， 
方程 (3. 8-27) 简 化 为 


g(t) = z[1 一 et (cos wt + Susin ot) | (3.8-28) 
k wa 


式 中 单位 阶 跃 注 数 u(i) 表 明 1 二 0 时 g(t)= 二 0。g(t) 对 t 的 曲线 如 图 3. 8-6 所 示 。 
式 (3.8-28) 也 可 以 变换 为 























111— -8 cos(wt— - 
g(t) i TE t 9 | (3. 8-29) 
式 中 
= Eon) _- tw /1 
A=, /i+ 二 /1 十 一 一 
( wa ) y (1 — BD) Vi ¢ (3 8_30) 
3.8-6 
、 1 e ge 
这 说 明 突 加 单位 力 不 变形 二 ,同时 使 系统 发 生 振 一 一 -一 
这 说 明 突 加 单位 力 不 仅 使 弹簧 产生 静 变 形 元 ,同时 使 系统 发 生 振 幅 为 A 二 的 讲 


减 运 动 。 若 忽略 阻尼 不 计 , 即 [= 二 0,w4 二 ws; 则 单位 阶 跃 响应 为 
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g(1) = [1 cos wt ud) (3. 8-31) 

可 见 弹 得 最 大 变形 为 也, 等 于 静 变 形 的 两 倍 。 

例 3.8-4 试用 单位 阶 跃 泡 数 的 概念 计算 单 自由 度 无 阻尼 系统 对 图 3. 8-7 所 示 的 和 矩 
形 脉 冲 的 响应 x (2)。 

解 ; 图 3.8-7 中 所 描述 的 函数 F(z) 可 以 方便 地 用 单位 阶 跃 聘 数 来 表示 : 

F(1) = Fofultt+ T)—u(t— TT)] 
根据 单 自 由 度 无 阻尼 系统 对 在 +=0 处 所 作用 的 单位 阶 跃 函数 的 响应 式 (3.8-31) ,可 以 把 
u(t 十 丁 ) 的 响应 表示 为 g(t 十 T), 这 只 要 在 方程 (3. 8-31) 中 用 1 十 本 代替 1 后 就 可 得 到 ，。 
同样 ,对 u(i 一 TT) 的 响应 表示 为 g(t 一 T)。 因 而 系统 对 FF(1) 的 响应 就 成 为 
xi) =Flg(t+ TT)— g(t—T)] 
= {1 cos w(tt T) u(t+ T)— [1 cos w(t— T) Ju — T)) 


zi) 对 上 的 曲线 如 图 3.8-8 所 示 。 


FD) 











图 3.8-7 图 3.8-8 
3.9 系统 对 任意 激励 的 响应 ' 传 里 叶 积 


前 面 应 用 卷 积 积分 计算 任意 非 周期 激励 的 响应 随时 间 的 变化 规律 , 称 为 时 域 分 析 方 
法 。 但 也 可 以 从 另 一 角度 出 发 ,借助 傅 里 时 变换 给 出 频率 域 响应 的 表达 式 , 同 时 给 出 脉冲 
响应 函数 与 复 频 率 响 应 函数 的 傅 里 叶 变 换 关 系 。 
单 自由 度 线性 系统 受 非 周 期 激励 的 振动 微分 方程 为 
m 交 十 十 kr 二 F(t) (3.9-1) 
令 作用 在 系统 上 的 激励 具有 如 下 的 形式 , 即 
F(t) = kf (i) (3.9-2) 
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注意 到 /(1) 的 量 纲 与 位 移 的 量 纲 相同 。 

周期 激励 隆 数 可 以 利用 伟 里 叶 级 数 来 表示 , 即 表达 成 为 无 穷 个 简 谐 分 量 的 登 加 。 对 
于 任意 非 周期 激励 函数 F(z) 二 kf(1) ,可 视 为 周期 工 趋 于 无 穷 大 的 周期 函数 ,也 就 是 说 ， 
非 周期 函数 可 视 为 周期 为 无 穷 大 的 周期 函数 。 这 样 ,离散 频率 愈 来 愈 接 近 ,直到 成 为 连续 
为 止 。 这 时 傅 里 叶 级 数 就 成 为 傅 里 叶 积 

考虑 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 , 即 


ipwt 2 
GD) = 2 Cserr'dt, w= 地 (3.9-3) 
系数 C， 为 
了 2 
C, = 于 | FoDeresdl (p=0,+t1, 士 2，…) (3. 9-4) 
工 2 


式 中 T 一 汪 为 激励 函数 的 周期 。 傅 里 时 级 数 式 (3. 9-3) 和 式 (3. 9-4) 提 供 了 有 关 周 期 函 
数 /2 的 频率 组 成 依据 。 令 pw 二 ws, 有 Am 一 (b++1)o 一 加 一 o= 弘 ,将 传 里 叶 展 开 
式 (3.9-3) 和 式 (3.9-4) 中 的 pw 以 wy 工 以 代替, 写成 
f(D) = > ETC, ew _ 支 忆 CTC J es Aw, (3.9-5) 
TC, = | few (3.9-6) 


当 了 >co,Aw, 一 0 时 ,离散 频率 w, 就 成 为 连续 频率 ,将 TC 记 作 w 的 函数 下 (w) , 称 为 
激励 的 频谱 函数 。 上 面 两 式 转化 为 传 里 叶 变换 公式 


Fo = 过 | F(a) ew dw (3.9-7) 
2rJ」 : 


Few =| fle wd (3. 9-8) 


积分 式 (3. 9-8) 称 为 关于 函数 f(1) 的 健 里 叶 变 换 , 它 给 出 了 f(z) 的 连续 频谱 函数 ,积分 
式 (3, 9-7) 称 为 关于 函数 F(w) 的 健 里 叶 首 变换 , 它 将 非 周 期 函数 f(1) 表 示 为 频率 为 w\、 幅 
值 为 FCw)do 的 简 谐 分 量 的 无 穷 于 加 。 上 太刀 和 下 (wo) 共 称 为 傅 里 时 变换 对 。 

利用 复 频 率 响 应 函数 昌 (w) ,将 f(1) 以 健 里 叶 变 换 式 (3.9-7) 代 入 xz 00) 二 Hl(w)f(2)， 
可 得 系统 的 稳 态 响应 为 


xD = 到 | HO) Fw)e" do (3.9-9) 
在 非 周 期 激励 作用 下 ,系统 的 响应 又 可 由 傅 里 叶 积 分 表示 为 


(ti) 一 元 | X(oyeecda (3.9-10) 
2nJ . 














X(w) = | (ie wdt (3.9-11) 
因此 x(2) 与 X(w) 组 成 了 全 里 叶 变 换 对 。 比 较 式 (3. 9-9) 和 式 (3. 9-10) 得 
X(o) = HC) Fw) (3.9-12) 


式 (3.9-12) 为 系统 响应 的 频率 域 表达 式 , 系 统 在 频率 域 的 响应 X(Co) 等 于 复 频率 响应 
五 (o) 与 激励 的 傅 里 时 变换 F(w) 的 乘积 。 

例 3.9-1 试用 伟 里 叶 变换 法 计算 单 自 由 度 无 阻尼 系统 对 图 3. 8-7 所 示 的 矩形 脉冲 
激励 (bo 的 响应 x(1) ,并 画 出 频谱 图 。 


解 ; 因为 f(2) 一 F(bD/R ,函数 f(t) 可 以 定义 为 
F 
卫 (TT T 
ro 站 (a) 


0 (1t<—T,t> 171) 
利用 式 (3.9-8), 可 以 对 f(z) 进 行 健 里 叶 变 换 , 积 分 得 
F 


Fl(w) = | flt)e wdt 一 | edt= i lr ew?) (b) 
工 lw 


当 5 一 0, 复 频率 响应 为 
1 








H(w) 一 T Cow ) (c) 
将 方程 (b) 和 (c) 代 入 方程 (3. 9-12), 得 到 
x eoT 一 e —iwT 
(w) = H(w) F(w) = 芝 (i 阁 一 可 】 Cd) 
于 是 ,响应 z(1) 可 以 表示 成 健 里 叶 首 变换 形式 , 即 
本 Fl 所 eT—e ww! wl 
X(t) = | X(w)er'dw = Ek BA) oy J]e” dw (e) 


为 了 计算 此 积分 ,需要 作 复 平面 内 的 围 道 积分 (这 已 经 超出 了 本 书 的 范围 ) ,这 里 只 给 出 积 
分 的 结果 ,有 


0 (t <— TT) 


F, 
CD 二 tl cos wn (t+ T)] (—T<t<T) < 


是 [cosw(t 一 T)—cosw(ti+T)] (G>T7) 


注意 到 本 例题 响应 x(z) 的 结果 与 例题 3. 8-4 的 结果 相同 。 
与 f(t) 有 关 的 频谱 由 方程 (b) 给 出 ,因为 (e*' 一 e“”)/i2 二 sinw 丁 ,方程 (b) 简 化 为 


F(w) = 2 sinw TI Cg) 


w 
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图 3.9-1(a) 表 示 F(w) 对 w 的 频谱 图 。 此 外 ,与 x(1) 有 关 的 频谱 由 方程 (d) 给 出 , 同 理 , 方 
程 (d) 简 化 为 





2F, snwT 
k wll (w/w )’ | 
图 3. 9-1(b) 表 示 X(Cwo) 对 ww 的 频谱 图 。 


X(w) 一 





Ch) 














aB 
as 位 
et 





3.9-1 


将 此 例题 与 例题 3.8-4 相 比 较 , 可 以 看 出 ,对 于 求 响 应 x(1) 的 问题 ,用 卷 积 积分 要 比 用 
傅 里 叶 变 换 法 简单 ,因为 卷 积 积分 能 够 避免 本 例题 中 涉及 的 复 平 面 内 围 道 积 分 的 计算 。 


3.10 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求 系统 响应 传递 函数 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 作为 一 种 工具 已 经 广泛 地 应 用 于 线性 系统 的 研究 中 ,除了 为 
求解 线性 微分 方程 提供 有 效 方法 外 ,还 可 以 用 来 表示 联系 激励 和 响应 的 简单 代数 式 。 拉 
普 拉 斯 变换 既 适 合 于 瞬 态 振动 ,又 适合 于 强迫 振动 ,这 一 方法 的 主要 优点 在 于 它 可 以 比较 
容易 地 来 处 理 不 连续 函数 ,并 且 可 以 自动 地 考虑 初始 条 件 。 

用 符号 x(3) 二 Lx(t) 表 示 x(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 则 x(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 


Xx(s) = Lr(t) = | er 人 td (3. 10-1) 
0 


式 中 * 一 般 为 一 复 量 ,函数 e“ 称 为 变换 的 核 。 因 为 式 (3. 10-1) 是 一 个 以 上 为 积分 变量 的 
定 积分 ,所 以 将 得 出 一 个 以 * 为 变量 的 函数 。 

为 了 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 系统 (3.9-1) 的 响应 ,需要 计算 导数 和 的 变换 ,应 用 
分 部 积分 ,可 以 得 出 


[CD =| eid er) 
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+i| 。 “x (Dd = x(0) + sz(s) (3. 10-2) 
式 中 x(0) 为 m 的 初始 位 移 。 同 理 , 二 阶 导 数 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 表示 为 
Li() = | eFC dt = (0) ~ sr(0) + sz() (3. 10-3) 
式 中 zz(0) 为 m 的 初始 速度 。 激 励 孙 数 的 拉 普 拉 斯 变换 简单 地 表示 为 
FCs) = LFCD 一 | es Fd (3.10-4) 
对 方程 (3. 9-1) 两 边 进行 变换 ,整理 后 得 
(ms?* 十 cs 十 kxCs) 二 FOG) 十 mx(0) 十 (ms 十 c)x(0) (3. 10-5) 
或 改写 为 


上 式 称 为 微分 方程 的 辅助 方程 。 第 一 项 表示 强迫 振动 响应 ,第 二 项 表示 由 初始 条 件 引 起 
的 响应 。 

如 果 不 考虑 方程 (3. 10-5) 的 齐 次 解 , 即 令 xr(0) 二 z+ (0) 二 0, 就 可 以 将 变换 激励 和 变 
换 响 应 之 比 写 成 如 下 形式 





Zs) = ED = pu’ Toth (3. 10-7) 
函数 2(s) 称 为 系统 的 广义 阻抗 ,包含 反映 系统 特性 的 所 有 参数 ,是 以 * 为 变量 的 复数 域 
内 的 代数 表达 式 。 该 域 表 示 一 复 平面 , 称 为 拉 普 拉 斯 平面 。 令 2(s*) 的 倒数 以 Y(s) 表 


示 ， 即 





Y(s) = F035 (3.10-8) 
Y(s) 称 为 系统 的 导 纳 。 

在 研究 变换 响应 与 变换 激励 的 关系 时 ,还 要 建立 一 个 更 为 普遍 的 概念 ,这 一 概念 称 为 
传递 函数 。 对 于 方程 (3. 10-5) 所 描述 的 二 阶 系统 的 特殊 情形 ,传递 函数 具有 下 面 的 形 
式 , 即 

G(s) 一 3 一 mms” 二 十 久 mls? TE 
式 中 5 和 mw。 分 别 为 相对 阻尼 系数 和 无 阻尼 系统 的 固有 频率 。 注 意 到 ,如 果 令 G(s) 中 的 
s 二 ijw, 并 乘 以 & ,就 可 以 得 到 复 频率 响应 函数 五 (Cow) 。 
方程 (3. 10-9) 可 以 改写 为 





(3. 10-9) 


XS) 一 CC) 天 (5) (3. 10-10) 
传递 函数 可 以 视 为 是 一 个 代数 算 子 , 它 对 变换 激励 进行 运算 就 得 出 变换 响应 。 
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方程 (3. 10-10) 可 以 用 图 3. 10-1 表示 ,以 代数 算 子 G(s) 表示 在 拉 普 拉 斯 平面 内 的 关系 图 。 


响应 x() 可 由 拉 普 拉 斯 逆 变 换 求 得 。 从 变 
换 响 应 回 到 zx(4) 时 ,需要 计算 zs) 的 拉 普 拉 斯 | 所) 


道 变 换 , 可 以 表示 为 


X(t) = Lr(s) = L IGP) 
一 般 来 讲 ,L ! 的 运算 将 涉及 在 复数 域内 的 线 积 分 ,在 很 多 情况 下 ,这 个 入 





变换 响应 





x(s) 





(3. 10-11) 





3.10-1 


积分 可 以 用 围 道 


积分 来 代替 ,再 转变 为 用 复数 代数 中 的 剩余 定理 来 计算 。 然 而 深入 地 研究 拉 普 拉 斯 变换 
理论 已 经 超出 了 本 书 的 范畴 。 如 果 能 够 寻找 一 人 


合 的 方法 , 则 在 现 有 的 知识 结构 中 就 可 以 得 到 简单 响应 
一 方法 可 以 通过 部 分 分 式 法 来 实现 。 
换 的 简单 函数 之 和 。 表 3. 10-1 儿 


题 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 解答 ,这 
也 就 是 说 ,把 函数 分解 成 几 个 已 经 知道 其 
痊 出 了 一 些 简单 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 对 表 。 















































表 3. 10-1 拉 普 拉 斯 变换 对 表 
f0D f(s) f0D f(s) 
6(1) (Dirac 6 函数 ) 1 sinh wr zo 5 
5 ww 
uCD)( 单 位 阶 肥 丽 数 ) 二 Ie” re) 
s s(s+w) 
一 n! os 二 
1t", n=1,2 gm"l lcoswt s(s: 二 ow) 
, 1 jin wt oo 
° sw one SS 十 oo ) 
je 1 jcos wt ws — ew ) 
e [Fa ECOS 必 《8 十 oo2)? 
> tsinwt i 
cosw yo wisinw | (52 十 co2 )? 
(人 1 Fax 1 
| sin VI— Row 2 
sin oo 上 ho VISE Sn to | $28ws 二 ow? 
ce $1 cos V1l—t wt 
,ps s s+ 2¢w 
cos ho 一 十 a 5 十 285os 十 oo 


例 3.10-1 脉冲 响应 


换 为 










Vi 


in VI ot | 





。 设 在 :一 2 处 作用 一 单位 脉冲 激励 。 可 以 得 出 其 拉 普 拉 斯 变 


F(s) = | e 
0 


“ad 一 ee “| 830 — dt ee (a) 
0 


先 对 方程 (a) 作 一 些 说 明 : 对 于 任何 不 等 于 a 的 值 ,6 郴 数 为 零 , 以 SC 一 a) 乘 任 一 函数 
了 (2) ,使 f(2) 在 1 关 a 时 的 值 都 等 于 零 ; 而 当 上 一 a 时 ,ff(1) 二 f(a), 于 是 有 f(1)6(i 一 a) 一 
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f(a)6(t 一 a)。 由 于 6(t 一 a) 的 持续 时 间 为 无 穷 小 ,所 以 式 中 的 f(a) 为 常数 。 又 因为 
方程 (a) 中 的 e “起 了 (i) 的 作用 ,所 以 得 到 e@ "6(1 一 a) 二 e “6 (1 一 q), 这 里 e “为 常数 。 把 
e“ 放 到 积分 号 的 外 面 ,就 得 到 了 上 面 的 结果 。 

对 于 脉冲 响应 来 说 ,激励 具有 F(t) = 二 6(1) 的 形式 ,由 此 可 以 得 出 a=0 和 下 (*) 一 1。 
根据 方程 (3. 10-10) ,得 到 





h(s) = G(s) (b) 
因而 ,脉冲 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 及 (s) (h(s) = 二 Lh(1)) 等 于 传递 函数 G(s)。 由 此 ,脉冲 响 
应 为 
h(t) = Lh()= LG(s) (Cc) 
即 脉 冲 响应 可 简单 地 表示 为 传递 函数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 
考虑 单 自 由 度 有 阻尼 系统 ,方程 (3. 10-9) 用 部 分 分 式 的 形式 写 出 其 传递 函数 , 即 


1 
11120352 十 28owss 十 吧 ) 


1 1 1 
Bm (FF ee i eo rie) ‘qd) 


h(s) =G(s) 一 








因为 





二 ee (e) 
从 方程 (c) 和 (Cd) 得 出 脉冲 响应 为 


i 工 站 1-! 1 1 1 
AD LOW = om(rTio i srt rio) 





1 


一 - [ee wot — ee co 一 
i2wam ma 


-to 








nsSin wat (f) 
这 与 用 经 典 方法 得 到 的 式 (3. 8-13) 相 同 。 因 为 当 1<0 时 ,没有 激励 ,所 以 方程 (f) 应 该 乘 
以 xb 后 , 才 与 实际 相符 。 

例 3. 10-2 阶 牙 响应 。 设 FO) 二 wu(i 一 a), 可 以 写 出 其 拉 普 拉 斯 变换 为 








FS) 和 = 和- (a) 
显然 ; 当 FC) 二 u(t), 即 当 a==0 时 ,有 F(s)= 一 。 代 入 方程 (3.10-10) ,得 到 
8(5) = CC) hCGs) cb) 
5 Ss 
式 中 g(s) 二 Lg(1) 为 g(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 因 而 阶 跃 响应 为 
g(t)=L lg(s) 一 了 1 Ce Co) 


考虑 单 自由 度 有 阻尼 系统 ,从 方程 (3. 10-9) 可 以 用 部 分 分 式 的 形式 写 出 g(;), 即 
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5) CH) 1 
8 ms (s: + 2¢wnst w:) 
1 1 Cwn 十 iood 1 Ewn 一 lwa 1 d 
zr ( Ss 12wa 5 Cwn 一 icoa 十 12cd s+ ton 二) Cd) 
从 例题 3. 10-1 中 的 方程 (e) ,可 以 得 到 阶 跃 响应 为 
了 -一 1 1 Ewn 十 iod Co wg)t Ewn 一 lw Cor tia)t 
g(D) — Lg()— 7 (1 Se te 4 ) 
-一 了 | 一 1 etcos(wut — 9) | (e) 
k Vi—t 
p = arctan 一 二 (1 
VIE 


这 与 用 经 典 方法 得 到 的 式 (3. 8-29) 和 式 (3.8-30) 相 同 。 因 为 当 1<0 时 激励 为 零 ,所 以 方 
程 (e) 右 边 还 应 该 乘 以 u(1)。 


3.11 复 频率 响应 与 脉冲 响应 之 间 的 关系 


可 以 证 明 , 措 述 系统 响应 特性 的 在 时 域 和 频 域 中 分 别 定义 的 脉冲 响应 函数 h(t) 和 复 
频率 响应 函数 互 (w) 恰 好 组 成 健 里 叶 变 换 对 。 


令 激励 函数 为 单位 脉冲 形式 
f(t) = 6(1) (3.11-1) 
此 时 系统 的 响应 为 脉冲 响应 , 即 
z(t) = h(n) (3.11-2) 
将 式 (3. 11-1) 代 入 式 (3. 9-8) 得 出 该 激励 的 傅 里 叶 变换 。 
Fw =| soe”“du=e=1 (3. 11-3) 


这 里 应 用 | _ f(06(t 一 a)dt = f(a). 根 据 方程 (3.9-12) 得 到 


X(w) = H(w) (3. 11-4) 
根据 式 (3. 9-10) 、 式 (3.11-2) 和 式 (3.11-4) ,有 


h(t) 一 去 | X(w) er dw = 到 | H(w) er dw (3. 11-5) 
2r cx 2x er 


因为 F(t) = 二 上 (1), 上 式 所 给 出 的 脉冲 响应 对 应 于 弹 自 常数 等 于 1。 同样 ,根据 
式 (3.9-11) . 式 (3.11-2) 和 式 (3. 11-4), 有 


H(w) = | zr(De wd 一 | he wd (3.11-6) 
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明显 可 以 看 出 , 复 频 率 响应 五 (o) 和 脉冲 响应 A(D) 为 傅 里 叶 变换 对 。 因 此 ,系统 的 特性 可 
以 用 复 频率 响应 HH(w) 在 频率 域内 描述 ,也 可 以 用 脉冲 响应 h(1) 在 时 间 域 内 描述 ,它们 之 
闻 的 关系 如 图 3.11-1 所 示 , 图 中 的 双 箭 头 表示 傅 里 叶 变 换 对 。 








时 间 域 | FD A) 上 一 一 xD 


| 


频率 域 | Fo 二 ~| Hw) 一 ~ Xo) | 









































图 3.11-1 


3.12 课堂 讨论 


如 图 3. 12-1 所 示 为 一 内 燃 机 排 气 闪 系统 简 图 。 已 知 摇 杆 AB 对 转轴 O 的 转动 惯量 
为 了 , 汽 闪 BC 的 质量 为 m,, 阀 簧 质量 为 mm 弹簧 刚度 为 & ,计算 时 根据 考虑 弹簧 本 身 质 
量 的 瑞 利 (Rayleigh) 法 可 近似 地 将 m./3 集中 于 日 点 , 挺 杆 AD 的 质量 为 m,, 弹 得 刚度 为 
A, 。 求 系统 固有 频率 和 响应 。 











图 3.12-1 内 燃 机 排 气 阀 系 统 
此 系统 可 以 简化 为 如 图 3.12-1 左 侧 所 示 的 单 自由 度 系 统 。 系 统 的 动能 为 
T= 地! 十 计 m(a0)* 十 计 m(b6) + 志 ( 守 ) (60) 
= (T+ ma +t mp + mb ) (3.12-1) 


注意 到 A 点 的 速度 为 一 a 6 ,上 式 变 为 
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JT 二 ma 十 m 广 十 mb 

















T= 7 (3.12-2) 
2 a” 
因此 ,在 A 点 的 等 效 质量 为 
I 二 ma 二 me 十 EA 
m 一 ; (3. 12-3) 
人 
系统 的 势能 为 
U 一 Fk (a0) + 了 3kC00) 一 到 (Ca + kb (3.12-4) 
注意 到 A 点 的 位 移 为 x 二 a0, 上 式 变 为 
1 /ka Tk , 2 
U > ( = )2 (3. 12-5) 
因此 ,在 A 点 的 等 效 刚度 为 
k= k++) (3. 12-6) 
a 
故 系统 的 固有 频率 为 
2 2 
wo = 2 kia Tk.b (3. 12-7) 
m 1 


I 二 ma 二 me 十 m0 
如 果 给 出 挺 杆 AD 的 长 度 /, 截 面积 A, 材料 弹性 模 量 EE, 则 根据 受 拉 压 杆 等 效 刚 度 系 
数 的 计算 方法 , 挺 杆 AD 的 刚度 A 一 ,如果 简化 挺 村 AD 为 一 刚 杆 , 则 刚度 系数 A = 二 0。 


此 外 ,尽管 阻尼 的 现实 描述 比较 困难 ,但 实际 系统 不 可 避免 地 存在 着 阻尼 ,因而 根据 实际 
情况 ,给 出 阻尼 系数 c, 并 依据 凸轮 的 激励 函数 F(:), 则 系统 的 运动 微分 方程 为 








1 之 十 co 十 Rr 一 cf 十 全 (3. 12-8) 
式 中 * 为 凸轮 使 挺 杆 运动 的 位 移 , 凸 轮 按 简 谐 规律 运动 ,有 
、 h 工 -Th /x - 
3 2|1 cos (Bo) | 一 sin (Ge!) (3.12-9) 
据 此 可 计算 系统 的 稳 态 响 应 。 将 式 (3.12-9) 代 入 式 (3. 12-8), 并 根据 线性 系统 的 全 加 原 
理 , 可 得 以 下 方程 , 即 
mm 十 ct? 十 hr" 一 天 人 | 
mm 二 cc 十 及 一 kcos(Sot) (3. 12-10) 


B 
六 各 十 cs 十 Ar 二 5 sin (537) 





心 
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2 -一 k 5 XAw 
Wn mm » 25ow mh s A B w 
方程 (3. 12-10) 的 稳 态 响应 为 
9 一 二 
.hh 工 Ty _ 
二 3 (到 eos (Bo! 9) (3.12-11) 
x 开 工 ， 
Tp 8 H( Bo) sin( Bot 9】 
式 中 
a(So)|= 1 (3. 12-12) 
有 VITA TA) 
tanp 一 Ts (3.12-13) 
由 全 加 原理 得 周期 激励 的 稳 态 响应 为 
T= 二 Xx 十 x 十 议 (3.12-14) 


某 发 动机 配 气 机 构 转速 N= 二 1200 r/min, 气 门 间 隙 二 0. 4 mm, 升 程 h 二 13.5 mm,0 一 
wt 为 凸轮 轴 转 角 , w 二 40x rad/s, 升 程 阶 段 的 总 转角 PB 二 x。 已 知 : 挺 杆 质量 mm, 一 0.2 kg， 
挺 杆 长 度 (一 237 mm; 截 面积 A==75 mm? ,材料 弹性 模 量 已 一 210 000 MPa ,气门 弹簧 质量 
m. 二 0.092 kg, 气 门 弹 得 刚度 .二 26. 68 N/mm, 气 门 质量 m, 二 0.155 kg, 插 杆 到 摇 臂 轴 
中 心 距离 a 二 40 mm, 气 阀 到 摇 臂 轴 中 心 距离 /二 64 mm, 摇 臂 转 动 惯量 [一 99 kg *， mm ， 
阻尼 系数 c=5.0 N。s/mm。 试 求 振动 系统 的 固有 特性 和 稳 态 响应 。 

由 给 出 的 数据 ,系统 的 固有 频率 为 

ws 一 300.401s ! 

对 此 排 气 阅 系 统 进行 求解 ,计算 出 等 效 质量 m 的 位 移 x 随时 间 t 的 变化 曲线 

(图 3.12-2) 。 





16 
14 


12 | 
10 


位 移 xmm 
om ON 





上 1 -上 1- 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
时 间 ws 


3.12-2 位移 随时 间 的 变化 曲线 
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习 是 


3.1 小 车 重 490 N, 可 以 简化 为 用 弹簧 支 在 轮 上 的 一 个 重量 ,弹簧 系 数 玉 一 
50 N/cm, 轮 子 的 重量 与 变形 都 略 去 不 计 。 路 面 成 正弦 波形 ,可 表示 为 > 一 Ysin 2z ,其 中 
Y==4 cm,L 上 = 二 10 m, 如 习题 图 3-1 所 示 。 试 求 小 车 在 以 水 平 速 度 v= 二 36 km/h 行驶 时 ,车 
身上 下 振动 的 振幅 。 

答案 : Z 二 6.6 cm 

3.2 一 飞机 升降 舵 的 控制 板 匀 接 于 升降 舵 的 轴 上 ,如 习题 图 3-2 所 示 的 O 点 , 另 
有 一 相当 于 扭 簧 的 联动 装置 控制 其 转动 。 控 制 板 绕 O 轴 的 转动 惯量 为 1o ,系统 的 固 
有 频率 为 内 = Vko/16。 因 为 不 能 精确 地 计算 ,所 以 要 用 实验 来 测定 固有 频率 wn。 
为 此 ,将 升降 能 固定, 控制 板 用 弹簧 已 来 简 谐 地 激励 ,并 用 弹簧 及 来 抑制 。 改 变 激励 
频率 w, 直 到 达到 共振 频率 w 为 止 。 试 以 w, 和 实验 装置 的 参数 来 表示 控制 板 的 固有 频 
率 ww。 





| (ki 十 Ra 7) 
答案 . 一 2 
答案 : Wn Wr Io 









asin@t 











习题 图 3-1 习题 图 3-2 


3.3 习题 图 3-3 为 惯性 式 激 振 器 的 原理 示意 图 。 由 两 个 偏心 质量 m 以 角速度 ww 按 
相反 方向 转动 ,这 样 可 以 使 两 个 偏心 质量 激励 的 
水 平分 量 相 互 抵消 , 铝 垂 分 量 合成 激励 为 FF= 
2mew’ sin wt ,在 激 振 器 转速 为 n 一 600 r/min 时 ， 
闪光 器 显示 出 激 振 器 的 偏心 质量 在 正 上 方 ,而 结 
构 正好 通过 静 平 衡 位 置 向 上 移动 (说 明 激 励 的 相 
位 正好 超前 于 位 移 相 位 x/2) ,此 时 振幅 为 1 cm。 

(1) 求 结构 的 固有 频率 。 习题 图 3-3 
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(2) 如 调转 速 至 7 二 2400 r/min 时 , 测 得 振幅 为 0.05 cm, 求 《。 
答案 : (1) 由 一 20rs ， 
(2) E20. 025 
3.4 ” 试 证 明 当 振动 系统 的 阻尼 仅 为 结构 阻尼 时 ,在 简 谐 激励 作用 下 的 振幅 值 ,在 
wo 时 为 最 大 ,并 导出 此 时 的 振幅 值 。 


答案 : X== 开 ， 
(24 





3.5 一 重 W=1960 N 的 机 器 , 放 在 刚度 为 & 一 39 200 N/m 的 弹性 支承 上 ,支承 的 相 
对 阻尼 系数 二 0.2。 若 机 器 在 静止 时 受到 一 激励 下 ==Fsin wt 作用 而 振动 ,o 一 ws 。 问 机 
器 经 过 多 少时 间 后 初始 阶段 的 瞬 态 位 移 在 稳 态 位 移 的 1/100 以 下 。 

答案 : ! 宇 1. 645s 

3.6 如 习题 图 3-6 所 示 的 质量 - 弹 得 系统 中 ,在 两 个 弹 和 扯 的 连接 处 作用 一 激励 
Fsin wt。 试 求 质 量 块 mm 的 振幅 。 





_ 
等 案 , X02) 
3.7 试 求 如 习题 图 3-7 所 示 的 有 阻尼 质量 -弹簧 系统 的 振动 微分 方程 ,并 求 其 稳 态 
响应 。 
答案 : 和 z 芯 二 A = F, (wcoswr + Msinwt), 
PF, 1 Re \” , ki 
二 瓦 死 1 十 4 时 上 ，9 一 | 






和 









Fosin®t 





习题 图 3-6 习题 图 3-7 


3.8 用 激 振 器 对 某 结 构 物 激 振 。 如 该 结构 物 在 低频 率 时 可 视 为 单 自由 度 系统 。 
测 得 两 次 用 不 同 频率 mw 与 ws 激 振 的 结果 为 : 

wi 二 16s ! 时 ,激励 FF 二 500 N, 振 幅 Xi 二 0.72X10“ m, 相 位 角 pi 二 15°; 

wo 二 25s :时 ,激励 Fs 二 500 N, 振 幅 X, 二 1,45X10“ m, 相 位 角 ps 二 55°。 
试 计 算 系 统 的 等 效 质 量 m, 等 效 刚度 有 ,固有 频率 w, 及 相对 阻尼 系数 5。 
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答案 : m 一 1. 282X10° kg, k=9.99X10* N/m, w,—27.92s 1，5 一 0.157 

3.9 如 习题 图 3-9 所 示 , 某 洗衣 机 机 器 部 分 重 W 一 2.2 Xx 10? N, 用 四 根 螺旋 弹 得 
在 对 称 位 置 支承 ,每 个 弹簧 的 螺 圈 平均 半径 尺 二 5.1 cm, 弹 千 丝 直径 d= 二 1.8 cm, 圈 数 
7 一 10 ,前 切 弹性 模 量 G=8X10  N/cm2 。 同 时 装 有 四 个 阻尼 器 ,总 的 相对 阻尼 系数 为 
5 一 0.1。 在 脱水 时 转速 N=600 rmin, 此 时 衣物 偏心 重 w= 二 10 N ,偏心 距 为 e 一 40 cm。 
试 求 

(1) 洗衣 机 的 最 大 振幅 ; 

(2) 隔 振 系数 人 

答案 : (1) X=0. 189 cm 

(2) 7 一 0.064 
3.10 试 将 习题 图 3-10 中 用 网 解 表示 的 干扰 力 F() 展 开 成 三 角 级 数 。 


答案 ， FD = (sinwt—5sin 2wt 十 总 sin 3or 一 …】 
区 














Pp 
0 Tt 2 工 3 工 4 了 
oO [中] @ o 
-PP 
习题 图 3-9 习题 图 3-10 


3.11 将 习题 图 3-11 所 示 的 半 正 弦 激 励 汤 数 展 成 傅 里 叶 级 数 , 并 求 出 质量 - 弹 壬 系 
统 在 此 激励 函数 作用 下 的 响应 。 


1 sinwt 2 cos(2jwt) 
答案 : 1) 一 2 a - 
答案 :人 A Dr er) nm (27 127+ 1) (0 — 4 





7 
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3.12 试 确 定 一 个 无 阻尼 质量 -弹簧 系统 对 习题 图 3-12 所 示 激 励 的 响应 。 
上 十 Sm et | 
ti Cntl 





F 
答案 : 当 0 委 : 委 同时 ，z(b) 一 加 (1 COS wnt 





sin wt— sinL eon (t—t -| 
wnti 


当 / 上 之 与 时 ， xD 一 是 | 一 coswt+ 


3.13” 试 求 习题 图 3-13 所 示 质 量 - 弹 得 系统 在 力 下 二 Fe “作用 下 的 响应 。 系 统 初 
始 时 静止 。 








F bp. 
答案 : TE (二 sin cot 一 Cos cot 十 e “) 
fn) F 
A 和 k F Fo 
O 四 { pg O 站 
习题 图 3-12 习题 图 3-13 


3.14 ” 试 确定 一 个 无 阻尼 单 自由 度 系统 对 习题 图 3-14 中 所 给 支承 加 速度 的 三 角 画 
数 阅 。 二 a(1 一 sin xt/241) 的 响应 。 
答案 : 当 0<t< 时 ， 


xz” (一 一 生 | 1 一 coswt 一 (sin wi/— sin wt)B | 


wn wn 
当 三 时 ， 
x (= 一 筷 { cos[en (tn)J cos nt 一 | cos[oG 一 ao)]sinot 
wn 


+ Esinfeon Ct) Jeos ot — Lsin wt | 
Wn wn 


一 一 乞 (oso ti—n ) |— cos ost 一 | soso )]— 生 sin wnt) 
Wn 《Un 








~! 


习题 图 3-14 
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3.15 一 质量 -弹簧 系统 从 一 光滑 斜面 上 滑 下 ,斜面 倾角 a 二 30", 如 习题 图 3-15 所 
示 。 求 弹簧 从 开始 接触 固定 面 到 脱 开 接触 的 时 间 1 。 


答案 : ,二 2 天 arctan( 
和 


3.16 无 阻尼 振动 系统 在 重复 冲击 的 作用 下 进行 稳 态 运动 。 每 次 冲击 的 冲 量 为 常 值 


天, 冲击 持续 的 时 间 e 可 以 忽略 不 计 , 相 邻 两 次 冲击 间隔 的 时 间 为 = ,如 习题 图 3-16 所 未 。 
求 振动 系统 周期 为 = 的 稳 态 运动 。 


答 — 
案 : wm 六 ”27 i 











FD 





O Ti 县 t 


习题 图 3-15 习题 图 3-16 
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当 振 动 系统 需要 两 个 独立 坐标 描述 其 运动 时 , 则 认为 系统 具有 两 个 自由 度 。 两 自由 
度 系统 是 最 简单 的 多 自由 度 系统 ,因此 研究 两 自由 度 系统 是 分 析 和 掌握 多 自由 度 系统 的 
基础 。 

两 自由 度 系统 具有 两 个 固有 频率 ,两 自由 度 系统 以 固有 频率 进行 的 振动 与 单 自 由 度 
系统 不 同 , 它 是 指 整 个 系统 在 运动 过 程 中 的 某 一 位 移 形状 , 称 为 固有 振 型 ,因此 两 自由 度 
有 具 有 两 个 与 固有 频率 相对 应 的 固有 振 型 。 在 任意 初始 条 件 下 的 自由 振动 一 般 由 这 两 个 固 
有 振 型 的 到 加 得 到 。 但 强迫 简 谐振 动 将 会 发 后 在 激励 频率 ,两 个 坐标 的 振幅 将 在 这 两 个 
固有 频率 下 趋向 最 大 值 。 

两 自由 度 系统 的 振动 微分 方程 一 般 由 两 个 联 立 的 微分 方程 组 成 。 如 果 恰 当地 选取 坐 
标 ,可 使 两 个 微分 方程 解除 耦合 ,这 种 坐标 称 为 主 坐标 或 固有 坐标 。 用 固有 坐标 建立 的 系 
统 振动 微分 方程 为 两 个 独立 的 单 自 由 度 系统 的 微分 方程 。 


4.1 自由 振动 


如 图 4.1-1(a) 所 示 的 无 阻尼 两 质量 -弹簧 系统 ,可 沿 光 滑 水 平面 滑动 的 两 个 质量 m 
与 ms 分 别 用 弹 纂 与 连 至 定点 ,并 用 弹簧 k 相互 连接 。 三 个 弹簧 的 轴线 沿 同一 水 
平 线 ,质量 mi 与 ms 只 限于 沿 着 这 直线 进行 往复 运动 。 这 样 m 与 ms 在 任 一 瞬时 的 位 置 
只 需 用 坐标 x 与 x; 就 可 以 完全 确定 ,因此 系统 具有 两 个 自由 度 。 

取 mi 与 ms 的 静 平 衡 位 置 为 坐标 原点 。 在 振动 过 程 中 任 一 瞬时 :mm 与 ms 的 位 置 
分 别 为 z 和 zz ,作用 于 mi 与 ms 的 重力 与 光滑 水 平面 的 法 向 反 力 相 平衡 ,在 质量 mm 的 
水 平方 向 作用 有 弹性 恢复 力 x 和 ks(xs 一 z+1)， 质量 m 的 水 平方 向 则 受到 ks (xs 一 x1) 
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和 &sx: 作用 ,方向 如 图 4.1-1(b) 所 示 。 取 加 速度 和 力 的 正方 向 与 坐标 正方 向 一 致 ,根据 
牛顿 运动 定律 有 











mi 一 Rix | k, (2 Xx1) 





mar, —— kr — rx) — kr 
移 项 得 
mixi 十 (kl 十 ky) ri 一 有 = ol 
ms — haz Ch tha) = 0f 
方程 (4.1-1) 就 是 图 4.1-1 所 示 的 两 自由 度 系统 自由 振动 的 微分 方程 ,为 二 阶 常 系数 线性 
齐 次 常 微分 方程 组 。 方程 (4. 1-1) 可 以 使 用 矩阵 形式 来 表示 ,写成 


ml 0 rl ki 十 Ek; — Ek; Xl 0 
ll i 
9 > 六 一 天 Rk» 十 Rk; X22 0 


(4.1-1) 





| 部 
ky( Xo—X1) 
(b) 


图 4.1-1 


由 系数 和 矩阵 组 成 的 常数 矩阵 M 和 于 分 别称 为 质量 矩阵 和 刚度 矩阵, 向量 * 称 为 位 移 向 
klk: = kl, —k;, = Rk, = ka, kk; = hk (4.1-3) 

分 别 为 刚度 矩阵 kK 中 的 元 素 , 因 而 方程 (4. 1-1) 可 以 写成 
mx 二 knri kr 一 | 





(4.1-4) 











mzXzs 十 kori kt, 一 0 

方程 (4. 1-4) 为 系统 自由 振动 的 微分 方程 。 
方程 (4. 1-4) 是 齐 次 的 ,如 果 zi 和 za 为 方程 (4. 1-4) 的 一 个 解 , 那 么 与 其 相差 一 个 常 

数 因 子 a 的 cz 和 axz 也 将 是 一 个 解 。 通 常 感 兴趣 的 是 一 种 特殊 形式 的 解 , 也 就 是 +， 和 
zx: 同步 运动 的 解 。 在 同步 运动 的 情况 下 ,比值 zy/zi 必定 与 时 间 无 关 , 也 就 是 说 x， 和 x， 
对 时 间 有 相同 的 依赖 关系 。 用 f (1) 表 示 x! 和 x, 对 时 间 的 依赖 部 分 , 则 其 所 求 得 的 解 可 
以 写成 

x1 = Wft), 7 = us ft) (4.1-5) 
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式 中 常数 和 us 起 振幅 的 作用 。 将 方程 (4.1-5) 代 入 方程 (4. 1-4) 得 
miuif (1) 十 (kiiui 二 kius) f(t) 一 01 








,。 (4.1-6) 
m2 us f (1) 十 (CR zt 十 kp uz) f(t) 一 of 
为 了 使 方程 (4. 1-6) 有 人 解 ,必须 有 
fi) _ kiiui + Riz us kz ui + R22 us 一 和 (4.1-7) 





f(2) miui m2 Us 


因为 m1 , m2, kl, kis, ka, krr, ul 和 U2 全 部 是 实 常 数 , 所 以 从 必 为 实 常数 。 又 由 
方程 (4.1-7) 得 


FTArG) =0 (4. 1-8) 
为 使 方程 (4. 1-8) 有 振动 解 , 可 以 证 明 人 必须 为 正 实数 , 令 4 一 w* 。 如 果 同 步 运动 是 可 能 
的 话 ,那么 对 时 间 的 依赖 是 简 谐 函数 ,也 就 是 说 方程 (4.1-8) 唯 一 可 能 的 解 为 
f(1) = Csin(wt 十 四 (4.1-9) 
式 中 C 为 任意 常数 ,w 为 简 谐振 动 的 频率 ,o 王 ,ep 为 初 相位 角 。 所 有 这 三 个 量 对 坐标 x 
和 x; 都 是 相同 的 ,C,，y9p 由 初始 条 件 决 定 。 
另 一 方面 ,由 方程 (4.1-7) 还 可 以 得 到 
(CR wm)ut+ ku 一 0 
kziui + (kzz — wn2 ) us 一 ,| 
方程 (4.1-10) 是 以 wu 和 wu 为 未 知 数 的 两 个 联 立 齐 次 代数 方程 组 ,其 中 w: 起 参数 作用 。 
方程 (4. 1-10) 具 有 非 零 解 的 条 件 为 uw 和 u, 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
ki mi Eki» |= 0 


2 
kz2! R22 ww mb, 


(4.1-10) 


Al(w’) = det| (4.1-11) 


A(ow: ) 称 为 特征 行列 式 , 它 是 w* 的 二 次 多 项 式 。 展 开 方程 (4. 1-11), 并 考虑 ks 二 ksi， 
得 到 

Alw) = mmw! — (mikzzt mku)w + kukss — ks 一 0 (4.1-12) 

方程 (4. 1-12) 称 为 特征 方程 或 频率 方程 , 它 是 wi 的 二 次 方程 ,其 根 为 
i 
因为 kkzs 一 《ki 十 ko) (CR 十 Rs) 盖 好 一 Ai 可见 式 (4.1-13) 中 干 ? 号 后 面 的 项 要 小 于 前 面 
的 项 ,于 是 中 和 哆 都 是 正 数 。 这 样 ,特征 方程 (4.1-12) 有 两 个 正 实 根 wt 和 wi, 故 系统 有 
两 个 频率 wi 和 w ,它们 唯一 地 决定 于 振动 系统 的 质量 和 弹簧 刚度 , 称 为 系统 的 固有 
可 以 看 出 ,只 有 两 种 振 型 的 同步 运动 是 可 能 的 ,它们 分 别 以 固有 频率 w 和 ws 来 显示 








(4.1-13) 


mimo, 
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其 特征 。 用 wi” 和 zx" 表示 对 应 于 wi 的 值 ,用 ui” 和 us” 表示 对 应 于 ws 的 值 。 对 于 齐 次 


1) 2) 


问题 来 说 ,只 可 能 确定 比值 < 2 全 和 从。 将 局 和民 代入 方程 (4.1-10) ,分 别 求 出 




















(01) 2 
U2 ki 一 wim ki2 
六 2 一 一 (4. 1-14a) 
Ui ki2 kz2 一 wimz 
(2) 2 
Us ki 一 ws nl Ris 
六 527 一 一 2 (4.1-14b) 
Ul Ri R22 一 wz m2 


见 , 成 对 的 常数 ui ?和 us 与 男 一 对 常数 ui” 和 wus» 可 以 确定 当 系 统 分 别 以 频率 wi 和 ow 
进行 同步 简 谐 运动 时 呈现 的 形状 , 称 为 系统 的 轩 有 振 型 (或 主 振 型 )。 表 示 为 下 列 矩 阵 


形式 
ul 1 
ul 一 | ,|= | | (4.1-15a) 
Us» rl 


us” 1 
9 二 | |= WE | | (4.1-15b) 
us r2 


式 中 wu， 和 wu 称 为 振 型 向 量 或 模 态 向 量 。 可 见 , 两 自由 度 系统 有 两 个 固有 频率 ,相应 地 

存在 两 个 固有 振 型 。 其 中 较 低 的 频率 w 称 为 第 一 阶 固 有 频率 ,简称 为 基 频 ; 较 高 的 频率 

ws 称 为 第 二 阶 固 有 频率 。 相 应 的 振 型 a 称 为 第 一 阶 固有 振 型 ,w2 称 为 第 二 阶 国有 振 

型 ,对 于 一 个 给 定 的 系统 ,以 固有 频率 作 振 动 的 振 型 形状 是 一 定 的 ,但 其 振幅 则 不 唯一 。 
回 到 方程 (4. 1-5) 和 方程 (4. 1-9), 可 以 分 别 得 出 对 应 于 w 和 w; 的 运动 方程 


0 (7) 1 
x "(ft) 一 | ! |= 2 fi1(1) = ol sincort tpg) (4.1-16a) 
《zt) nr 
, Xl (7) , 、 1 。 
x (Cr) = 人 |= u'™ fi(1) = c| amcwz+m (4.1-16b) 
和 2 () re 


式 中 常数 ut? 和 wu 已 分 别 并 入 Cl 和 Cs 中 ,有 i 和 fi() 对 应 于 wyu ?和 ws,u'* 两 种 
同步 运动 对 时 间 的 依赖 。 式 (4.1-16) 给 出 了 两 自由 度 系统 的 两 阶 固 有 振 型 ,在 一 般 情况 
下 ,振动 系统 的 运动 将 通过 两 个 固有 振 型 的 全 加 求 得 , 即 

X(t) =x (1) x(t) 


1 1 
-ci jaacws+eot+cl jancwre (4.1-17) 
rl r2 


式 中 常数 C, 和 C 以 及 相 角 gp! 和 wm 由 初始 条 件 确定 。 在 一 般 情况 下 ,振动 系统 的 自由 
振动 是 两 种 不 同 频率 固有 振 型 的 苔 加 ,其 结果 通常 不 再 是 简 谐振 动 。 

例 4.1-1 在 图 4.1-1(a) 所 示 的 系统 中 , 设 mi 二 m,m, 二 2m,ki 二 上, 一 上 ,ks 二 2k, 试 求 
固有 频率 和 固有 振 型 。 

解 : 根据 已 知 条 件 
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ki = ki 二 +k, = 2k, Ri 一 一 人 ， 一 一 上， R = R 二 ks = 3k 
代入 式 (4. 1-12) ,得 特征 方程 
Al(w) 一 2miw — 7mkw 十 582 一 0 








其 根 为 





“并 3 (ZY) 10 = (0 
cv? 4 2 2 m Sk/2m 


< = Vk， wW2 一 1 5811 直 
m m 


将 wi 和 owi 代入 式 (4.1-14) 得 




















y kil 一 wim 2k—(k/nm _ 1 
| R12 一 k 
Ri 一 wi mi 2k— (5k/2m)m _ 
rs 一 0.5 
kl; 一 天 


故 根据 式 (4. 1-15) 得 系统 的 固有 振 型 为 


01) 《17 | (2) "| 1 | 
uu = ui ， WU” 二 Ul 
1 一 0.5 


可 用 图 4. 1-2 显示 这 两 个 固有 振 型 。 在 第 一 阶 主 振 型 中 ,两 个 质量 以 相同 的 振幅 作 同 向 
运动 , 则 中 间 弹 簧 无 变形 ,可 用 无 重 刚 杆 代 蔡 。 在 第 二 阶 主 振 型 中 ,两 质量 以 振幅 比 
1 ; 0.5 反 向 运动 ,注意 到 第 二 阶 固有 振 型 具有 一 个 零 位 移 的 点 ,这 种 始终 保持 不 动 的 点 称 
为 节点 。 





u 
二 节点 wo=1581 故 


一 0， 





图 4.1-2 


例 4. 1-2 求 图 4.1-3 所 示 扭 转 振 动 系统 的 固有 频率 和 国有 振 型 。 已 知 两 圆 盘 对 转 
轴 的 转动 惯量 为 I 和 1; , 轴 段 的 扭转 刚度 为 e。 

解 : 设 0 与 4 分 别 表 示 圆 盘 卫 与 1 的 角 位 移 , 则 轴 的 相对 转角 为 0 一 0, ,因此 轴 对 
圆 盘 的 弹性 扭矩 为 和 (2 一 9 ) ,方向 如 图 4.1-3(Cb) 所 示 。 分 别 列 出 两 圆 盘 的 转动 方程 , 即 
振动 系统 的 扭转 振动 微分 方程 组 
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TO = k,(0,— 0,) 


10， 一 一 ko lO» 0 ) 








移 项 可 得 
1,0, 十 RoO 一 KoO。 一 0 
120， 一 ko 十 RoO， 一 0 
设 
0 一 A sin(wt 十 9p) 9 0 一 BO, sin(owt 十 P) 
代入 扭转 振动 微分 方程 组 ,得 
(ke —w I) 一 kD, 一 0 
— kB 十 (kg — ww 1, ) OO 一 0 














特征 方程 为 
(ko—w li) (km wl) =0 
或 者 
Tlw' klit 1)w =0 
故 根 为 
呈 一 0， 世 一 
相应 的 振幅 比 
0 koh] ,0 kol__L 
Bi ko - 12 


这 里 出 现 一 个 根 为 零 ,相应 的 振幅 比 为 1, 即 9, 一 0,。 这 表 
明 圆 盘 以 同样 的 转角 转动 , 轴 段 相对 无 变形 ,整个 系统 作 
为 一 个 刚体 进行 定 轴 转 动 , 所 以 振动 系统 没有 扭 振 。 当 捍 
振 的 频率 为 ws 时 ,相应 的 固有 振 型 如 图 4. 1-4 所 示 , 圆 盘 
六 与 1; 恒 沿 相反 方向 运动 , 轴 上 有 一 个 截面 始终 保持 不 
动 , 这 个 截面 称 为 节 面 。 节 面 至 软盘 忆 与 1; 的 距离 为 
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Ll ,hl 
+ “十 
节 面 的 位 置 正好 把 轴 段 按 两 圆 盘 转 动 惯量 的 反比 例 分 成 两 段 , 即 

1 了 

ih 
如 果 设 想 把 轴 系 在 节 面 处 截断 ,并 加 以 固定 ,就 可 以 把 系统 看 成 两 个 以 同一 频率 , 按 相反 
方向 扭 振 的 单 自 由 度 系 统 。 

例 4.1-3 车 辆 的 振动 是 一 个 相当 复杂 的 多 自由 度 系统 振动 问题 ,如 果 只 考虑 车 体 的 

上 下 振动 与 俯仰 振动 ,可 以 把 车 辆 简化 为 两 自由 度 的 振动 系统 。 试 确定 车 辆 质心 的 铅 垂 运 
动 及 绕 质心 俯仰 运动 的 固有 频率 与 固有 振 型 。 如 图 4.1-5(a) 所 示 , 已 知 车 体质 量 为 m, 绕 质 
心 回转 半径 为 o, 前 轴 与 质心 的 距离 为 0, 后 轴 与 质心 的 距离 为 2 ,前 轮 悬 挂 刚度 为 证 ,后 轮 
悬挂 刚度 为 &,。 


li = 





平衡 位 置 














图 4.1-5 


解 : 如 图 4. 1-5(b) 所 示 , 取 车 体质 心 C 的 铅 垂 向 坐标 和 绕 横 向 水 平 质 心 轴 的 转角 
0 为 广义 坐标 。 设 在 某 瞬 时 1, 质心 C 相对 于 静 平 衡 位 置 向 下 位 移 x, 车 体 有 仰角 0, 则 前 
后 弹簧 将 分 别 缩 短 (rx 十 490) 与 (x 一 1,0) ,由 牛顿 运动 定律 有 


mi =—hk(r+h0)— hk(r— 10) 
1.0 =— ki(r+ Ol + kr — 10)1, 





移 项 可 得 
mi 十 (ki 十 有 RD) 一 (k,l; 一 有 DO 一 0 
1 — (kals — kl zrt (klf+hkli)0 = 0 
写成 矩阵 形式 为 
六 ? ] 工 +| ki1 十 kz [|=] 
oI 0 — (k,l, — kl) kt? + kL2 0 0 
今 
ku=hk+ks, ki = ks 一 (k,l2 kili), Ra 一 到 十 Ral2 


并 注意 到 I. 二 mp? , 则 振动 微分 方程 改写 为 
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m 完 十 kx 十 ks0 二 0 





mp’0 十 Ra 十 Roo 一 0 


























设 
T= Xsin(wit wp), 0= Osin(wi 9) 
代入 振动 微分 方程 ,有 
(ki 一 om)X 十 人 一 0 
1X 十 (R2， —w mp )9 一 0 
特征 方程 为 
mp w! 一 (kumop’ 十 opm)ow? 十 AR 一 At 一 0 
则 求 得 固有 频率 为 
wi 1 (kip + ka) 1 (和 二 名) 4 Klik 一 As 
w? 2 mpo” 2 mp mo 
振幅 比 
六 XY ki R22 —wimp” 
! 加 ki — wim kz ” 
六 ki k2s — wimp” 
7 < Z 
名 ki — wim ko 





若 ri 之 0,r; 一 0, 则 在 第 一 阶 固有 振动 时 x 与 9 是 同方 向 ,而 在 第 二 阶 固有 振动 时 x 
与 9 是 反方 向 。 若 | 疡 | 委 | 六 | ,表明 两 种 固有 振动 如 以 相同 的 角 位 移 9 作 比较 ,第 一 阶 固 
有 振动 的 质心 位 移 远 大 于 第 二 阶 固有 振动 的 质心 位 移 , 也 就 是 第 一 阶 固有 振动 以 上 下 垂 
直 振 动 为 主 ,其 固有 振 型 如 图 4. 1-6(a) 所 示 ; 第 二 阶 固有 振动 以 车 体 绕 质心 的 俯仰 振动 
为 主 ,其 固有 振 型 如 图 4.1-6(b) 所 示 。 








图 4.1-6 


4.2 静 力 耦 合 和 动力 耦合 


一 般 情况 下 ,两 睛 由 度 以 上 振动 系统 的 微分 方程 组 都 会 出 现 耦 合 项 ,如 果 以 矩阵 形式 
表示 , 则 耦合 项 体现 在 非 对 角 元 素 上 。 振 动 微分 方程 通过 刚度 项 来 耦合 , 称 为 静 力 耦合 或 
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弹性 耦合 ;振动 微分 方程 通过 质量 项 来 耦合 , 称 为 动力 耦合 或 惯性 耦合 。 耦 合 的 性 质 决定 

于 所 选用 的 坐标 ,而 不 决定 于 系统 的 基本 特性 。 

和 同样 以 上 下 振动 和 俯仰 振动 的 车 体 (图 4. 2-1) 

为 研究 对 象 来 说 明 耦 合 的 性 质 。 

如 前 所 述 , 从 车 体质 心 C 的 铅 垂 坐 标 > 和 绕 横 
向 水 平 质 心 轴 的 转角 0 为 广义 坐标 所 建立 的 振动 微 
分 方程 为 
mi =— ki(ri+L0) — hk,(r— (0) 1 








. (4.2-1) 
16 =— bt Fb LO 


其 矩阵 形式 为 


nm 0 ki 二 kk; — (k,l, — kl) 区 者 0 
Wala rag ol Lo] (22 
0 To — (k,l — kill) Ek1li k,l? 0 0 


可 见 其 克 合 为 静 力 厅 合 或 弹性 克 合 。 
现在 以 弹簧 支承 处 的 位 移 x 与 xz; 为 广义 坐标 来 建立 振动 微分 方程 。 因 为 ri 与 za 
同 x 与 9 有 如 下 关系 


XI 二 XTX 二 li0, xz 二 XxX 一 lL.0 (4.2-3) 
转换 后 得 
lxl 二 lx; T7172 _ 
并 六 二 三 0 ey (4.2-4) 





将 其 代入 方程 (4. 2-1) 得 





mn) | 
和 (4. 2-5) 
(了 TF )=—& ln + hla | 
整理 后 得 
Ma mlzrs tt R(t) 二 ko (hr = ol 4.2.6) 
Ti Tis dhh Til) 一 boC dz =0) . 
写成 矩阵 形式 
mls ml] hihi+tl) khitls) rz 0 
tl J =) ea 
Le Le iy, kl tl) kl til) dz, 0 





可 见 其 振动 微分 方程 既 有 静 力 耦合 项 ,又 有 动力 耦 
合 项 。 

其 次 以 弹性 力 合力 作用 点 O( 一 个 铅 垂 方向 的 力 
作用 于 O 点 时 ,系统 只 产生 平 动 ) 的 坐标 zxo 与 车 体 绕 
质心 轴 的 角 位 移 8 为 广义 坐标 建立 方程 (图 4.2-2)。 
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设 O 点 位 于 和 弹簧 与 2 的 距离 分 别 为 a 与 5 处 ,从 对 于 O 点 力矩 为 零 的 条 件 得 出 





kixoa 一 kxob (4.2-8) 
或 
kia = ksb (4.2-9) 
因为 x 与 xo 之 间 有 关系 
T= Xo 十 e0 (4.2-10) 


将 其 代入 方程 (4. 2-1), 并 考虑 到 人 一 QQ 一 el 一 0 十 ey Jo 一 天 十 Me 和 方程 (4. 2-1) 第 一 
式 , 且 利用 对 O 点 的 力矩 平衡 条 件 ,得 


mio+mel 一 一 外 (zo 十 ab) 一 名 (xzo 一 60) 


7 e 二 no 十 100 — mex 


=— k(xrota0)at hk (ro —b0)60+ h(x liet hk (xr— /Ll0e (4.2-11) 
整理 后 得 


mzot+me 0 十 (ki 十 Rs )Zo 一 0 
(4.2-12) 


mezo+ I + kia’: hb)0=0 


m me Xo ki 十 ks 0 Xo 0 
| le |™* = | 0.213) 
me 了 0 0 0 kia’ 二 kb? [a 0 


可 见 其 耦合 为 动力 耦合 或 惯性 耦合 。 


写成 矩阵 形式 


4.3 任意 初始 条 件 的 自由 振动 


两 自由 度 系 统 的 自由 振动 规律 依赖 于 初始 条 件 。 若 给 定 初 始 条 件 x1 (0) = zx， 
X2(0) 二 Xxz0 ,区 1(0) 二 10， 式 2(0) 二 式 w， 并 将 其 代入 方程 (4.1-17) 及 其 导数 方程 
Xi = Ciwicos(wmtt pl) C2wcos(wt go) 
Za 三 nCiocos(wit 二 pg1) 十 os 
就 可 以 完全 确定 Ci ,Cs ,gi,q;;, 求 出 自由 振动 规律 。 
初始 时 刻 (t 二 0 时 ) ,有 
X10 = Cisin p+ Czsin ge 


(4.3-1) 


X20 = Cirisin gi C2rzsin ge 
Zo = Ciwicos gi Czws cos go 


X20 = riCiwicos pl rzC2wzcos pz 





_ 机 械 振 动 
这 是 一 组 未 知 量 为 Ci, C2 » 1» 92 的 四 元 一 次 代数 方程 组 。 解 之 得 





























2 
GO r : 六 or 20 2 | rx 2 Ze) {4.3-2a) 
2 Il CI 
7 
C= = a rou )* 1 2 2 (4. 3-2b) 
gq1 一 arctan CO1 Ca 二 2 ) (4 3_20) 
roTo YY Xo 
wa Cruzio — X20 ) 
多 arctan (4. 3-2d) 





方 之 io 一 之 2 
将 其 代入 方程 (4. 1-17) 就 得 到 系统 在 上 述 初 始 条 件 下 的 响应 。 
例 4.3-1 在 例 4.1-1 中, 求 系统 在 下 面 三 种 不 同 初始 条 件 下 的 自由 振动 规律 。 
(1) 设 在 上 =0 时 ,有 xzo 一 zao 王 1 一 20 二 0; 
(2) 设 在 1 二 0 时 ,有 x 二 1,xw 二 一 0.5,7Xw 二 Zw 一 0; 
(3) 设 在 :一 0 时 ,有 xzo 一 1,ro 一 0 一 ao 一 0。 
解 : (1) 将 初始 条 件 代 人 方程 (4.1-17) 及 其 导数 方程 (4.3-1) ,得 
1 = Csin pl 十 Csin pz 














1 一 Csin pl —0.5C,sin gz 
0 一 人 CUICOS PI 十 C2 0 COS Pp2 
0 一 Cw COS Pl 0. 5C, ws COS 92 


C=1, C=0, p= 90° 
代入 方程 (4. 1-17) 得 


Xl 二 COs ct 一 cos( | 站) 2 一 COS ol 一 cos( /£) 
m m 


可 见 振动 系统 按 第 一 阶 固 有 振 型 作 简 谐振 动 。 
(2) 将 初始 条 件 代 入 方程 (4.1-17) 及 其 导数 方程 (4. 3-1), 有 
1 = Csin gt Csin po 
一 0.5 一 Cisin p; — 0.5C,sin gz 
0 = Ciwicos pl C2aw2 cos po 
0 = Cliwicos pl — 0.5C2wcos ge 


C=0, C=1, y= 90° 
代入 方程 (4. 1-17) 得 
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X1 = Cos wt 一 cos( /下 ， Xs 一 一 0.5cos wt 一 一 0. 5cos( 下) 
可 见 振动 系统 按 第 二 阶 固有 振 型 作 简 谐振 动 。 
(3) 将 初始 条 件 代 人 方程 (4.1-17) 及 其 导数 方程 (4.3-1), 有 
1 = Cisin pl Czsin gz 





0 一 Ci sin Pi 0, 5Cs» sin 2 
0 = Ciwicos pi 十 Cw cos 9 


0 一 Ciwi COS pl 一 0, 5C, wcos Pz 
联 立 求 得 





代入 方程 (4. 1-17) 得 


1 2 1 /jk 2 /15R 
XX! 二 了 cos ol 十 3 OS wt 可 cos mt 3 eos Dt 
1 


> 一 1 os 上 一 1 os t= 1 COS k, 
2 3 3 Nm 


由 上 述 三 种 情况 可 以 看 出 ; 一 个 两 自由 度 振动 系统 的 自由 振动 , 若 初始 条 件 符合 第 
一 阶 固有 振 型 , 则 运动 是 按 固有 频率 ww 的 简 谐振 动 ,不 出 现 频率 w 的 振动 ; 若 初 始 条 件 
符合 第 二 阶 固有 振 型 , 则 运动 是 按 固 有 频率 w 的 简 谐 振动 ,不 出 现 频率 w 的 振动 ;但 如 
果 给 出 任意 的 初始 条 件 , 则 运动 将 为 两 种 固有 振 型 的 琶 加 ,频率 w, 和 ws* 的 简 谐振 动 同时 
发 生 , 一 般 情况 下 ,系统 的 自由 振动 不 仅 不 再 是 简 谐振 动 ,而 且 也 不 是 周期 振动 。 

例 4.3-2 如 图 4.3-1(a) 所 示 的 双 摆 ,由 两 个 摆 长 均 为 1, 质量 均 为 m 的 单 摆 组 成 。 
上 端 用 匀 悬 挂 ,中 间距 悬挂 点 为 < 处 ,用 刚度 为 & 的 弹簧 相连 ,两 摆 在 铅 垂 位 置 时 弹簧 没 
有 变形 。 求 : 

(1) 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 ; 


(2) 当 1 二 0 时 ,外 一 0,0; 二 0,01 一 9: 一 0, 求 系统 自由 振动 的 响应 。 

















图 4.3-1 








机 械 报 动 
解 : (1) 取 两 摆 离开 铅 垂 平衡 位 置 的 角 位 移 0 与 b 为 广义 坐标 ,以 逆 时 针 方 向 为 正 。 


任 一 瞬时 位 置 , 两 个 摆 上 所 受 的 力 如 图 4.3-1(b) 所 示 。 由 转动 方程 式 分 别 列 出 两 个 摆 的 
振动 微分 方程 为 





zol20 一 一 mmglg + kha’ (Gs 一 0 ) 


xl20 ， 一 一 728L0 — ka’ (0, 一 和) 
写成 抢 阵 方程 为 


I 0 | 0， + 一 pkas jf*]- [ 
0 mi 0， 一 Ra mgl 十 ka’ JL0, 0 


可 以 看 出 是 静 力 看 合 系统 。 其 特征 值 问题 为 


| "| — ka? [2 |= 站 
“Lo mJle, 一 Me: mgl+ka’dLe, 0 


从 而 得 特征 方程 为 
mgl 十 Ra 2 —w ml’ 一 Ra 
det| | 
— ka’ mgl 十 ka’ — ow ml? 

一 (MEgL 十 ha —wm’):— (ka)*=0 

即 
mgl 十 ka’ — wml’ =+ ka’ 

于 是 得 到 两 个 固有 频率 为 





一 和， 人 +2 加 和 
系统 的 固有 振 型 可 以 由 下面 方程 求 出 
ml? 0 [ej mgl 十 ka’ — ka’ OP? 0 
-| 0 ee 1+ — ka’ wat tar J Les = |, “= 1,2) 
分 别 将 wi 和 ow 代入 上 面 方程 , 求 得 rl 和 六 为 
ep 
Bi Bi 
可 见 , 在 第 一 阶 固 有 振 型 时 ,两 个 摆 作 同 向 运动 , 且 弹 簧 不 变形 ;在 第 二 阶 固有 振 型 时 ,两 
个 摆 作 反 向 运动 ,弹簧 受 拉 或 压 , 弹 簧 的 中 点 固定 不 动 。 
(2) 前 面 已 经 指出 ,系统 的 一 般 运 动 可 以 通过 两 个 固有 振 型 释 加 得 到 , 即 


和 (1) [© . @? | 
| 上 CO | 1) sincens 十 g1) 十 Cs [os sincent 十 gz) 
2 2 


= 一 1 


ni 





梅 | 2 1, rz 
1 





1 代入 上 式 , 有 


(2) 
2 
88 
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b = CisinCt + pi) + Csin(wst + po) 
8, = CG sin(wit 十 91) 一 CC sin(wst gp) 





其 导数 为 
0 = CiwcosCot 91) Cowscos(wst + ga) 
0 一 Cw cos(wt 十 91) 一 C2 ws Cos(wst 十 pz ) 


代入 初始 条 件 0 (0)=b ,0,(0) = 二 0,01(0) = 二 9,(0) = 二 0, 联 立 求解 得 
Ci = C= 0/2, 21 二 gz 一 90° 
代入 振动 规律 9 和 9。 得 





0 0 一 

01 一 了 cosait 十 了 cosost 二 Wcos 和 一 全 tcos 时 +t, 
2 2 2 2 
6 0 . 一 . 

一 六 cos wit 一 到 cos wat = Osin tsin 空子 全 


当 两 个 频率 w, 和 ws 相差 很 小 时 ( 即 te <<mg/! 时 ) ,也 就 是 说 ,弹簧 上 所 提供 的 耦合 非常 
弱 。 在 这 种 情况 下 ,振动 规律 可 以 写成 下 面 的 形式 


COA :WB .CA 
ti， 0 = Osin tsin -二 上 


2 2 2 

式 中 os 三 oo 一 ooa 一 os 十 ol。 可 以 看 出 , 左 摆 和 右 摆 的 运动 为 频率 wa/2== (wi 十 wi1)/2 
的 余弦 运动 与 正弦 运动 ,振幅 不 是 常 值 , 而 是 缓慢 改变 的 函数 gcos (ws/2)t 和 
0osin (wa/2)t。 角 位 移 0 与 0, 随时 间 变 化 的 曲线 如 图 4. 3-2 所 示 , 图 中 包 络 虚 线 表示 组 
慢 变化 的 振幅 。 在 三 0 时 , 左 摆 的 振幅 为 6 ,而 右 摆 静 止 不 动 ; 此 后 左 摆 振 幅 逐 渐 减 小 ， 


0 一 加 cos > tcos 
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右 摆 振幅 逐渐 增 大 。 直 到 (ost)/2 一 x/2 时 (图 中 的 二 ), 左 摆 静 止 不 动 , 而 右 摆 的 振幅 等 
于 %; 随 后 右 摆 振 幅 逐 渐 减 小 , 左 摆 振 幅 逐 渐 加 大 ,到 (ost)/2 一 r 时 两 控 的 振幅 又 回 到 
一 0 时 的 情形 .以 后 每 隔 2r/ws 重复 一 次 ,同时 能 量 也 从 一 个 摆 传 到 另 一 个 摆 , 交 替 转 
换 , 使 两 个 摆 持 续 地 交替 振动 。 像 这 样 振幅 有 规律 地 时 而 减 小 时 而 增 大 的 现象 称 为 拍 。 
拍 的 周期 和 频率 分 别 为 








拍 是 一 种 比较 普遍 的 现象 ,凡是 由 两 个 频率 相近 的 简 谐 振动 合成 的 振动 ,都 可 能 产生 
拍 的 现象 。 例 如 在 双 发 动机 螺旋 桨 飞机 中 ,由 于 两 个 螺旋 桨 产生 的 声波 彼此 加 强 和 抵消 ， 
因而 发 出 时 强 时 弱 的 喻 喻 声 ;汽车 振动 中 两 个 固有 频率 相近 时 也 可 以 观察 到 拍 的 现象 。 


4.4 简 谐 激励 的 强迫 振动 


如 图 4.4-1(a) 所 示 的 有 阻尼 两 自由 度 振动 系统 ,可 以 用 zi (6 和 x;(2) 两 个 坐标 来 完 
全 地 描述 。 由 图 4. 4-1(b) ,应 用 牛顿 定律 得 系统 的 振动 微分 方程 为 


mi 一 F(t) — Cx 十 cz (> — Zz!) — kixi 十 ks (Xs — X1) 
(4.4-1) 








m2 Xo = F,(t) C2 (Xz 1) Cs k, (Xe Xx1) Rs Xs 


FD) F(t) 


名 








PCD 大 人 
XD) X(t) 
kfxs(D)-x1(D] 


. ml calXa( x,(D)] m2 . 
cxi(f) C3x2(f) 
(b) 


图 4.4-1 
写成 矩阵 形式 


[7 ”| +[" C2 | 艺 1 + — kk; 1]= [| 
0 my 全 2 Cz C2 十 cs 宛 2 — 上, ks 十 Rs Xo F, (#) 


(4.4-2) 
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从 方程 (4.4-2) 可 以 看 出 ,矩阵 M,C 和 KK 都 是 对 称 的 ,矩阵 元 素 为 


mi 二 Mm 1 一 1 二 0， 712 = Mm; 
ca 一 C 十 cc 一 ca 一 一 cc 二 ca 十 cs 
ki 二 ki 二 ks, ki = ks 一 一 k:, kz 一 Ra 十 As 


由 此 方程 (4.4-2) 改 写 为 
mx 十 alz 交 2 十 cz 十 czs 十 Ai 二 Rizxa 一 a 





, ， (4.4-3) 
173 区 1 十 ma iz 十 call cas dz 十 Azeri 十 Rzzz2 = F(t) 


这 样 ,原来 的 对 角质 量 阵 已 被 一 个 更 为 一 般 的 非 对 角 但 是 对 称 的 矩阵 所 代替 。 考 虑 
(5 和 PC 为 简 谐 激励 , 即 

F(t) = Fe*', F(t) = Frew (4.4-4) 
并 设 稳 态 响 应 为 

Xi(t) 一 Xie， ri(1) = Xe (4.4-5) 
一 般 说 来 ,这 里 X， 和 X。 是 决定 于 激励 频率 w 和 系统 参数 的 复 量 。 把 式 (4. 4-4) 和 
式 (4.4-5) 代 入 方程 (4.4-3) ,得 到 两 个 代数 方程 


(—w mitiwen tk Xow mt ive 十 Rao)X 一 机 (446) 
(—w ma 二 iwer 十 RD)XI 十 (一 os iwcs ks) KR, = FF, 
引入 记号 
Zi(w) =— wm;Tiwcy thk; (i,j = 1,2) (4.4-7) 
于 是 方程 (4. 4-6) 可 以 改写 为 
Zu Cw) Xt Zis (w)X, = 本 (44-8) 
Za (w) XT Zo (w)X, = FF, 
写成 矩阵 形式 为 
Zw X=F (4.4-9) 


式 中 大 为 位 移 幅 值 向 量 , 了 为 激励 幅 值 向 量 ,矩阵 Z(ow) 显 然 是 对 称 和 矩阵。 
方程 (4.4-9) 的 解 可 以 用 Z(o) 的 逆 矩 阵 左 乘 方程 两 边 得 到 ,其 结果 为 
= [Z(Co)] iF (4. 4-10) 
式 中 道 矩 阵 [LZ(w)] ! 可 以 表示 为 下 面 的 形式 
1 Zulw) 一 Zoow) 
zm Zulw) Zlw) 上 
1 | Zz Cw) ee 
Zi Law) — Zo Zw) Zw) 
把 方程 (4. 4-11) 代 入 方程 (4. 4-10) ,进行 乘法 运算 可 得 解 为 


[Zw) 了] 





(4.4-11) 
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Z22 (w FF Zs (w)F; 
Zu (w) ZZ; (0w) TT Zi (w) 


寺 Zo Cw)F, 十 Zi (w)F, 
Zi (w)Z,, (0w) TT 2 《ow) 


将 式 (4.4-12) 代 入 式 (4.4-5) 即 可 得 两 自由 度 系 统 受 简 谐 激励 的 稳 态 响应 的 复数 表 
达 式 。 

例 4.4-1 如 图 4. 4-1 所 示 系 统 ,) 设 mw 一 m,ms 二 2m,ci 二 cy 二 C3 二 0,k) 二 ,一 此， 
ks 二 2k, 并 设 (1) 二 Fosinwt,Fs(t) 二 0。 求 系统 的 稳 态 响应 ,并 绘 出 频率 响应 
曲线 。 

解 : 根据 已 知 条 件 , 由 式 (4.4-7) 得 

Zi(w) = ki mom = 2k— wom, Zi(w) = Zalw) = ks =—k, 
Zr Co) = kz — wi mz = 3k— wm 
于 是 由 式 (4. 4-12) 得 稳 态 响应 的 幅 值 为 


Xi (w) 一 





(4.4-12) 
X， (w) = 











(3k— 2w m)F, 








Xi Cw) GR mak um) — gk 
(3k— 2w:m)F, 
2m’ ow — 7mkw’ + 5k: 
Xs(w) = KFo 





miw' 一 7mkw’ + Sk 


已 知 X 和 X 的 分 母 为 特征 和 5 即 
A(ow ) 一 2702owf — 7mkw’ + 5k? 


=2m (wz — ow) Cw 一 oo) 








式 中 
2 k 2 Sk 
Ol m’ :2m 
为 系统 固有 频率 的 平方 。 因 此 稳 态 响应 的 幅 值 可 以 写成 
_ 2F, 3/2 一 (w/w )’ 
wo) 二 到 [1 — Cw/w) ?JL1— (w/w )’] 
_i 1 
X2(w) = 5k [1— (w/w) Ll — Cw/ws)’ | 


X1(w) 对 地 -和 Xs(w) 对 训 -的 频率 响应 曲线 绘 于 图 4.4-2。 从 图 中 可 以 看 出 , 当 w 二 wi 或 
w= wz 时 和 X。 约 赵 于 无 穷 大 , 即 两 和 由 度 系统 存在 两 个 共振 频率 。 
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图 4.4-2 


4.5 动力 减 振 器 


1. 无 阻尼 动力 减 振 器 


机 器 或 结构 物 ,在 交 变 力 的 作用 下 ,特别 是 固有 频率 接近 激 振 频 率 时 将 引起 强烈 的 振 
动 , 为 了 减 除 振动 ,一 般 通 过 改变 系统 的 质量 或 刚度 来 实现 ,但 有 时 这 是 不 可 能 做 到 的 ,在 
这 种 情况 下 ,采用 动力 减 振 器 是 一 种 有 效 的 减 振 措施 。 然 而 加 上 动力 减 振 器 以 后 ,必然 会 
增加 系统 的 自由 度数 目 。 比 如 原来 的 单 自 由 度 系统 会 变 为 两 自由 度 系 统 , 因 而 就 有 两 个 
固有 频率 ,每 当 激 据 频率 与 其 中 任 一 固有 频率 相等 时 ,系统 都 会 发 生 共 振 ,因此 ,如 果 激 振 
频率 可 以 在 相当 大 的 范围 内 改变 时 ,动力 减 振 器 只 能 使 原来 的 一 个 共振 频率 的 振动 系统 
改变 为 两 个 共振 频率 的 振动 系统 ,不 能 起 到 减 振 的 作用 。 所 以 ,动力 减 振 器 只 适用 于 激 振 
频率 基本 固定 的 情形 。 例 如 同步 电机 等 恒 速 运转 的 机 器 ,虽然 产生 了 两 个 固有 频率 ,但 两 
个 频率 一 般 来 说 不 等 于 激 振 运 转 频 率 , 因 而 避免 了 共振 。 
考虑 图 4.5-1 所 示 的 系统 ,由 质量 m, 和 弹 筑 组 成 的 系统 
称 为 主 系统 ,而 由 质量 mx 和 弹 敌 &, 组 成 的 附加 系统 称 为 减 振 
器 。 这 个 组 合 系统 的 振动 微分 方程 为 
11 十 (CR 十 上 ) 一 ksxs 一 和 
(4.5-1) 
mrs ~ korxi 二 krxs = 0 
设 其 解 为 


Xi= Xisinwit, Xx: = Xsinwt (4.5-2) 
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代入 方程 (4. 5-1) 有 





ki 十 ks 一 wm — k, X) F, 
， | =| | {4.5-3) 
— k, k; — wm,JLX, 0 
从 而 可 以 得 出 
x 一 (ks — wm ) FF, 
(ki hk — wm) (kk, — wm)— ks 
(4.5-4) 
X， k,F 





RR wm) kh wim) — k 
习惯 上 ,引入 下 列 符号 : 


.二 公 减 振 器 的 固有 频率 ; 
+ 一 乱 主 系统 的 静 变 形 ， 


4 一 二 减 振 器 质量 对 主 质 量 的 比值 。 
于 是 ,方程 (4. 5-4) 可 以 写 为 





x [1 ~ Cw/w)? J 
1 [1 + pw /wa) — (w/w) To Cw/w) pw/ wn) (4.5-5) 
x Xs 





FA /0 C/o) I Cw ) po/ wn ) 
根据 方程 (4. 5-5) 可 以 看 出 , 当 w= 二 w 时 , 主 质量 的 振幅 Xi 减 小 到 零 。 因 而 减 振 器 
实际 上 可 以 完成 设计 所 要 求 的 任务 ,也 就 是 说 ,只 要 减 振 器 的 固有 频率 等 于 激励 频率 ,就 
可 以 消除 主 质量 的 振动 ,使 主 系统 保持 不 动 。 此 外 ,还 可 以 从 方程 (4.5-5) 第 二 式 看 出 ， 
当 w= 二 w 时 , 减 振 器 以 频率 w 振动 ,其 振幅 X, 为 








Wn ? Xs PF - 
X， (所) (4.5-6) 
将 其 代入 方程 (4. 5-2) 第 二 式 , 有 
Xs =— Pisin wt (4.5-7) 
从 此 得 出 ,在 任何 瞬时 , 减 振 器 弹 往 中 的 力 为 
k, x, =— Fsinwt (4.5-8) 


这 也 就 是 减 振 器 对 主 质量 的 作用 力 , 它 正好 平衡 了 主 质量 上 的 作用 力 Fsin wt ,使 主 系 统 
的 振动 转移 到 减 振 器 上 来 。 
图 4.5-2 画 出 了 主 系 统 的 频率 响应 曲线 ,从 曲线 图 中 可 以 看 出 , 当 w 二 w 时 ,X= 二 0， 
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主 系统 不 作 振动 ,图 中 阴影 部 分 可 以 认为 是 减 振 器 工作 良好 的 频率 范围 。 显 然 附 加 减 振 
器 后 ,系统 由 单 自由 度 变 为 两 自由 度 ,出现 了 两 个 共振 频率 。 为 了 消除 主 系统 的 振动 , 同 
时 又 不 要 产生 新 的 共振 ,使 主 系统 能 够 安全 地 工作 在 远离 新 的 共振 点 的 频率 范围 内 ,控制 
附加 减 振 器 后 两 自由 度 系 统 的 固有 频率 相距 较 远 为 好 。 























罗 
Xst 












































2. 有 阻尼 动力 减 振 器 


无 阻尼 减 振 器 是 为 了 在 某 个 给 定 的 频率 消除 主 系统 的 振动 而 设计 的 ,适用 于 激 振 频 
率 不 变 或 稍 有 变动 的 工作 设备 。 但 有 些 设备 的 激 振 频率 在 一 
个 比较 宽 的 范围 内 变动 ,要 消除 其 振动 ,就 产生 了 有 阻尼 动力 
减 振 器 。 

考虑 图 4.5-3 所 示 的 系统 ,由 质量 m; 和 弹簧 组 成 的 系 
统 是 主 系统 。 为 了 使 系统 能 在 相当 宽 的 频率 范围 内 工作 ,同时 
使 主 系统 的 振动 减 小 到 要 求 程 度 , 设 计 了 由 质量 m; 、 弹 簧 各 和 
粘性 阻尼 器 c 组 成 的 系统 , 称 为 有 阻尼 动力 减 振 器 。 这 个 组 合 
系统 的 振动 微分 方程 为 


Fsinwt 





4. 5-3 
mz 十 crii— cis (ki 十 hk,) ri — kx = Fsinwt 
maxs— criitcrs— krc+krxs 一 0 | 
(4.5-9) 
仍 只 考虑 稳 态 振动 。 用 复 量 表示 法 ,以 Fie*' 表 示 方 程 (4. 5-9) 第 一 式 右 端的 激励 ,并 设 
X1(t) = Xe , z(t) = Xe (4. 5-10) 


应 该 注意 ,这 里 的 实 量 振幅 X, 和 X, 与 第 4.4 节 的 复 量 幅 值 ( 见 式 (4.4-5)) 相 差 e *。 将 
式 (4. 5-10) 代 人 方程 (4. 5-9), 有 
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WN 一 (R 十 iowoc) Xie 9 F, 
/ ?J sy 
一 (Rs 十 iwc) ks — wm +iwc dL Xe 
应 的 频率 方程 为 


十 ka 一 wm 十 j 
aarzeo- | ?I 





一 《Rs 十 ioc) 























一 (CR iwc) ks 一 wm 十 iowc 
= (k; — wmi)(k, — ws ) 一 wk2m; 
二 iwe (ki Om— wm — wm ) (4.5-12) 
从 而 得 出 
Kiew = i km tive], Xrew— Eh [kiwe] 
det [2Z(w) | det[Z(w) ] 
(4.5-13) 
因而 有 
Xi 一 | Xie | 
| (k, — w m2) 二 we 
! [CR， — wmi)(k, — wm2 ) — wk2me J 二 wc? (ki wm — wm )? 
Xs = | Xe | 
_F | kw rc 
1 [CA 一 oz )(R， — wm ) — wk,m2 | 二 wc (kl — wmi — wm 7) 
(4.5-14) 
引入 符号 
= /外 = = 宇 = 
wl mi 9 CO2 ki 多 mi » 
CQ 一 时， 一 也 ， t= 一 
Wl Wl 


Dr 


的 








(o2 一 和 7) 十 (2577) _ 

Ta Te —A? )—u0? A2 二 + (C2502): (I— A pA) (4.5-15) 

Xi 是 a,A,p 和 & 的 注 数 。 由 于 py 和 a 是 已 知 的 ,所 以 Xi/zs 为 和 8 的 函数 
.5- 寸 应 一 


图 4.5-4 为 对 应 于 jy 二 1/20,a 王 1 的 主 系统 振幅 频率 响应 曲线 。 从 图 中 曲线 可 以 
看 出 : 


(1) 当 ;% 一 0 时 ,相当 于 无 阻尼 强迫 振动 ,此 时 的 曲线 同 图 4. 5-2 的 曲线 具有 相同 的 
形式 。 当 X= 二 0. 895 和 4 二 1. 12 时 为 两 个 共振 频率 


由 式 (4.5-15) 可 得 无 阻尼 减 振 器 的 主 系统 振幅 的 无 量 纲 表 达 式 为 
X1 a A 
(一 入 7)(o2 mA )— pa 


Tat 


(4.5-16) 





第 4 章 两 自由 度 系统 的 振动 | ”9 大 图 
此 时 XX /Xs 为 A 的 函数 ,其 中 4 和 a 是 已 知 的 。 
(2) 当 5 二 oo 时 ,相当 于 m 和 ms 刚性 连接 ,系统 成 为 以 质量 m 十 ms 和 刚度 构成 


的 单 自 由 度 系 统 ,此 时 的 曲线 同 图 3. 1-2 的 幅 频 特性 曲线 具有 相同 的 形式 。 当 4 二 0. 976 
时 为 共振 频率 。 



























































TT T 
| 1 一 Ce | 
14 站 + a 
二 1 一 | 
12 1 Ee | 0 
= 1 t= \ 
10 20 | 中 4 
w=1 1 Ss 2 \1 
失常 8 1 NO 
17 \ /| 
1 
6 NT 7 、 
4 SA \ + 
ca ~ 
\ 生 0.10 1/ SS 
2 -十 一 7 ss 
0 Rm 
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 
A 
4. 5-4 


这 种 极端 的 情况 ,可 由 单 自 由 度 系统 (质量 mi 十 ms 和 刚度 8,) 理 论 加 以 研究 ,可 得 减 
振 器 的 主 系统 振幅 的 无 量 岗 表达 式 为 














Xi 1 1 1 
二 十 十 一 士 .5-17 
Xst 一 入 1 (w/o) 1 [wm mz ) /ki] (4.5 ) 
式 中 固有 频率 过 一 所 /Com 十 ras)。 应 用 式 (4.5-15), 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 
XI /Xi _ 1 
st (全 ) ti 
_ 1 
1 (w/o) Oo Cn/m) (w/w) 
1 
一 士 .5-1 


此 时 Xi /zs 为 1 的 函数 ,其 中 必 是 已 知 的 。 

(3) 对 于 其 他 阻尼 值 ,响应 曲线 将 介 于 5 一 0 和 5 一 < 曲线 之 间 ,图 中 画 出 了 5 一 0. 10 
和 5 一 0. 32 两 条 曲线 。 从 图 中 可 以 看 出 ,阻尼 使 共振 点 附近 的 振幅 有 显著 的 减 小 ,而 在 激 
振 频 率 ww 或 w 污 wo 的 范围 内 ,阻尼 的 影响 是 很 小 的 。 

(4) 有 趣 的 是 无 论 5 值 如 何 , 所 有 响应 曲线 都 交 于 S 点 和 丁点 。 这 表明 对 于 这 两 点 
的 频率 ,质量 m 稳 态 响应 的 振幅 Xi 与 减 振 器 的 阻尼 c 无 关 。 因 此 在 设计 有 阻尼 动力 减 
振 器 时 ,可 以 使 Xi /zs 在 S 点 和 T 点 所 对 应 的 振幅 以 下 。 据 此 合理 地 选择 最 佳 阻 尼 比 地 
和 最 佳 频率 比 c ,以 达到 (在 相当 宽 的 频率 范围 内 ) 减 小 主 系统 振动 的 目的 。 

由 于 所 有 响应 曲线 都 交 于 S 点 和 人 工 点 ,所 以 为 了 寻求 与 S$ 点 和 械 点 相对 应 的 As 二 








机 械 振 动 





(w/w)s 和 X71 二 (w/w)1, 最 简便 的 方法 就 是 令 (1)(& 二 0) 和 (2)(t==o0) 和 情况 下 主 系统 振 
幅 的 无 量 纲 式 (4. 5-16) 和 式 (4. 5-18) 相 等 , 即 
oA 1 








A A a i 4.5719) 
六 二 21 二 上 十 ke) 十 -2 一 0 (4. 5-20) 





2 十 6 2+p 
由 式 (4.5-20) 可 以 求 得 S 点 和 丁点 对 应 的 4s 和 41 的 表达 式 。 由 于 S 点 和 工 点 的 响应 
与 减 振 器 的 阻尼 c 无 关 , 要 确定 Xs 和 Ar 的 大 小 ,任何 阻尼 值 的 响应 方程 都 可 以 应 用 , 简 
单 的 做 法 就 是 利用 无 阻尼 或 有 无 穷 阻 尼 响 应 方程 。 显 然 , 相 对 比较 简单 的 是 利用 有 无 穷 
阻尼 响应 方程 ,可 以 得 到 











Xs (4.5-21) 
Tet l1—As—yAs 

Xu | 5 (4. 5-22) 
Tu 1— 27 par 


对 于 工程 问题 ,并 不 要 求 使 主 系统 的 振幅 Xi 一 定 为 零 ,只 要 小 于 允许 的 数值 就 可 以 
了 。 为 了 使 主 系统 在 相当 宽 的 频率 范围 内 工作 ,通常 是 这 样 来 设计 减 振 器 : 中 令 Xis 一 
XiT; @ 使 Xis 和 Xir 为 某 个 响应 曲线 的 最 大 值 ; 图 合 理 选 择 和 确定 减 振 器 参数 ,把 Xis 和 
Xir 控 制 在 要 求 的 数值 以 内 。 














由 Xis 二 X11 ,得 
1 1 
4.5-23 
1 一 入 一 AAS 1 一 字 一 AAA ， 
或 
2 
2 2 一 
和 十 和 3 一 I (4. 5-24) 
和 和 4 为 方程 (4.5-20) 的 两 个 根 ,并 且 两 个 根 之 和 等 于 中 间 项 的 负 系 数 , 即 
2 _ ,2 » _ 2(l+a tua’) _ 
TI A 十 A 2 (4.5-25) 
从 而 解 得 
Co2 1 1 
一 坚 一 一 4.5-26 
eT ( ) 


1 十 
如 果 减 振 器 的 质量 re 已 选 定 , 那 么 y 值 为 已 知 ,从 方程 (4. 5-26) 即 可 确定 a 的 值 ,由 该 值 可 确 
定 减 振 器 的 频率 和 弹 筑 常数 。 为 了 确定 对 应 于 S 点 和 工 点 的 强迫 振动 的 振幅 ,将 
方程 (4. 5-20) 的 两 根 代 入 方程 (4. 5-21) 和 方程 (4. 5-22)。 将 方程 (4. 5-26) 代 入 方程 (4. 5-20) 得 


2 2 2 


4 一 
aT QT 





(4.5-27) 
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得 出 
AS.7 一 (1 干 2) (4. 5-28) 
A 
然后 从 方程 (4. 5-21) 和 方程 (4. 5-22) ,得 到 


Xs -- 12 二 4 = Xu (4.5-29) 
Tt 4 Tu 


已 知 主 系统 允许 的 最 大 振动 ,可 通过 式 (4.5-29) 确 定 ,从 而 确定 减 振 器 质量 mm 。 
把 从 式 (4. 5-29) 得 到 的 y 值 代入 式 (4. 5-26), 可 得 a, 即 确定 了 w ,从 而 得 到 了 减 振 器 弹 
簧 的 弹簧 常数 k,。 最 后 ,要 确定 减 振 器 阻尼 器 的 阻尼 系数 <c。 为 使 Xis 和 Xir 为 响应 曲线 
的 最 大 值 ,应 在 响应 曲线 的 S 点 和 芽 点 有 水 平 切线 ,从 而 可 确定 相应 的 8 值 。 由 于 使 Xis 
和 Xizr 为 最 大 值 的 5 值 并 不 相等 , 故 取 平 均值 得 


一 一 Cc 3U _ 
2msz wi 8(1 二 pp) (4.5-30) 


减 振 器 参数 ms 和 c 确定 以 后 ,就 与 主 系统 构 成 了 一 个 确定 的 两 自由 度 系统 ,其 响 
应 方程 和 曲线 都 是 确定 的 ,在 S 点 和 工 点 有 最 大 值 , 且 小 于 允许 的 数值 。 

图 4.5-5 表示 出 在 S 点 和 丁点 分 别 具 有 水 平 切线 的 两 条 响应 曲线 (jy 一 1/4)。 对 于 
这 两 条 切线 ,在 S 点 和 了 点 以 外 的 响应 值 相差 很 小 。 显 然 ,在 相当 宽 的 频率 范围 内 , 主 系 
统 有 着 小 于 允许 振幅 的 振动 ,这 就 达到 了 减 小 主 系统 振动 的 目的 。 
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> 4 mi 大 和 0 十 
2 3 1/ V/s \/T \ 
7 ri! 人 \ 
7 /、 下 
2 -ee Le 二 4 
1 7 ~ ~ 
ca \ 7 ~、 ~、 
1 EE | 人 _- 人 
\| ,7 十 ~ 一 
AM| 一 
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图 4.5-5 


4.6 课堂 讨论 


振动 系统 包括 三 部 分 : 振动 源 .振动 传递 路 径 及 振动 接受 结构 。 比 如 ,汽车 行驶 过 程 
中 由 于 路 面 的 凹凸 不 平 ,使 轮胎 产生 振动 ,并 通过 车 辆 结构 传递 给 乘员 车 采 和 传 到 方向 
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盘 ; 又 如 ,交通 载荷 通过 车 辆 一 结构 一 基础 一 地 基 一 周围 地 层 一 邻近 建筑 物 的 路 径 传递 振 
动 。 实 践 表 明 ,多 数 振动 和 噪声 问题 往往 在 系统 
级 分 析 阶 段 才 能 被 发 现 , 因 此 建立 振动 和 噪声 的 
传递 系统 预测 模型 具有 重要 的 意义 。 根 据 系 统 
级 的 计算 模拟 结果 ,可 以 分 析 主 要 的 传递 路 径 ， 
辨别 是 结构 传递 问题 还 是 空气 传播 问题 ,并 能 够 
识别 出 在 一 定 运行 频率 或 运转 转速 下 激励 源 的 
数目 和 贡献 量 的 排序 ,然后 修改 模型 参数 ,探究 
设计 空间 ,最 后 解决 问题 。 
如 图 4.6-1 所 示 的 有 阻尼 两 自由 度 的 振动 
图 4.6-1 两 自由 度 系统 的 振动 路 径 模型 ”传递 系统 ,只 考虑 单 激励 情形 ,系统 可 以 用 xz. (2) 
和 x(t) 两 个 坐标 来 完全 地 描述 ,应 用 牛顿 定律 











得 系统 的 振动 微分 方程 为 
ms, 0 11iz, cs 十 cn 一 cp 工 、 R、 十 R 一 上 , Xs Foew 
[ 辣 | 国 日 | 一 cp el —k。 = 0 上 
(4.6-1) 
式 中 c 三 cm 十 co 十 co ,一 Ai 十 Re 二 As。 考虑 了 (为 简 谐 激励 , 即 
F(t) 一 Foe"， 开 (一 0 (4.6-2) 
并 设 稳 态 响应 为 
Ts(t) 一 Xe , z(t) 一 Xe (4.6-3) 


这 里 X. 和 X, 是 决定 于 激励 频率 w 和 系统 参数 的 实数 。 把 式 (4. 6-2) 和 式 (4. 6-3) 代 入 
方程 (4. 6-1) ,得 到 


te — lwc, — k, ][ =- | 
一 icy 一 各 — wm ive tc) + kthk)dLXe rd Lo 
(4.6-4) 
相应 的 特征 行列 式 为 
一 wm 十 iw(cs 十 co) 十 (k; 十,) — iwc, — k, 
det[ZC0) J=det| . . | 
— iwcp — k; —w mt iwc te,) + (k, + k,) 


=w'msm CO— ow [mCk 二 k,) 二 Ces 二 cp) Ce 二 co) 十 mi(k, 十 k,) 一 c2] 
十 (ks 十 Ro) Ck 十 ko) 一 十 i{ 一 ww[ms(c 十 C5) 十 mes 十 co)] 
十 w[Ccs 十 cp) CR 十 ko) 十 (ci 十 cs) (ks 十 ks) 一 2cok,]} (4. 6-5) 
式 中 
Re{det[Z(0)]})=w msm; — ow [mk kh,) + (Ces eo) et eo) 
十 mCks 十 k6) 一 c2] 十 (k 十 kD)Ck, 十,) 一 kk? 
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Im{det{[Z(w) 1}=— ow {mle es) mle, cr))] 
Fale tod Ch tk) + Ce ed) (Ck, hk) — 2c,k, ] 























并 从 而 得 到 
om iw + cs) + Ck, +h,) 1F, 
Xe detT Z()] 
(iwe, + ki )F, ‘4.676) 
一 ip Wip p 0 
Xe det[ Zt) 1 
因而 稳 态 响应 的 幅 值 为 
四 [wm (Ck; 二 6) | 二 [owe 十 c) 
X= Xe "l= (Re{det[Z(w)1})° + (Im{det[ Zw) 1}): ‘4.677a9) 
iy | 十 (we,) 
和 os | Fi TdT ZO ]) TH Cm det Ze Jy 075) 


显然 ,振动 源 的 力 是 通过 振动 传递 路 径 传播 到 接受 体 的 ,在 这 里 也 就 是 通过 弹簧 和 阻 
尼 器 传 给 接受 体 。 这 些 力 为 
Fry =ky xi — zx) ew i m2) = [ky (X, — X,) + iwew (KX,— X.) Jee'? 

















一 (有 ive ) (Xe — Xe pm (j= 1,2,3) (4. 6-8) 
则 传递 力 的 幅 值 为 
一 一 
[Fwl|= F Re 7 1,2,3) 

(4. 6-9) 

实际 传递 力 的 力 幅 与 激励 力 幅 之 比 , 即 传递 率 为 

I 二 CR Fo oe Ch wm yr] 123) 
F, (Re{det[Z(0) J ) 4H Cm (det Zr) yy 

(4.6-10) 


某 振动 传递 路 径 系 统 的 模型 如 图 4. 6-1 所 示 , 振 源 系 统 的 质量 m, 二 0. 8 kg, 振 源 系 
统 的 阻尼 c, 一 0.5N。s/m, 振 源 系 统 的 刚度 ,二 1000 N/m, 接 受 系统 的 质量 mm 一 1.0kg， 
接受 系统 的 阻尼 c, 二 1.0 N。s/m, 接 受 系 统 的 刚度 &. 二 1800 N/m, 三 个 传递 路 径 的 阻尼 
和 刚度 分 别 为 cw 二 0.5 N。，s/m,cps 二 0.75 N，s/mycs 一 0.25 N。s/m,An 一 4500 N/m, 
kvz 一 2250 N/m,kws 二 3000 N/m, 激 励 幅 值 F, 一 1000 N。 试 确定 此 振动 传递 系统 的 各 路 
径 的 传递 率 。 


系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 为 
1. 0000 1. 0000 
wi = 39.397 23， X= | | ， ua 一 153. 0861， X'2 一 | | 
0. 9752 一 0.8203 
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图 4.6-2 表示 各 路 径 传 递 率 | Frw/Fo1G=1,2,3) 关 于 激励 频率 w(Crad/s) 的 特性 
曲线 。 











= 

| 
骂 
必 


be 


TT 


传递 率 








避 一 





8 110 12 14 16 18 20 
图 4.6-2 路 径 传 递 率 关于 激励 频率 的 特性 曲线 


be 
[a 
E> 
a 


从 |Fry/Fo|(j 二 1,2,3) 对 w 的 频率 响应 曲线 图 4. 6-2 可 以 看 出 以 下 两 个 问题 : 
在 两 个 固有 频率 处 (w 二 wi 或 w 二 wz) ,|Fry/Fo|(j 二 1,2,3) 均 很 大 ; @ 路 径 1 对 接受 
体 振动 的 贡献 量 要 大 于 路 径 3, 路 径 3 的 贡献 量 要 大 于 路 径 2。 振 动 隔离 指 的 是 在 振动 的 
传递 途径 中 加 入 适当 的 元 件 , 以 减 小 传递 到 接收 结构 的 振动 强度 。 在 土木 .航空 航天 、 精 
密 制 造 与 加 工 等 领域 广泛 地 使 用 隔 振 技 术 。 在 确定 出 各 路 径 对 接受 体 振 动 的 贡献 量 以 
后 ,就 可 以 有 的 放 矢 地 进行 有 效 的 振动 隔 振 。 


习 题 


4.1 质量 为 m 和 mo ,长 为 和 Ls 的 无 重 刚 杆 构成 的 复合 摆 , 如 习题 图 4-1 所 示 。 
假设 摆 在 其 铅 垂 位 置 附近 作 微 幅 振动 , 试 分 别 取 xz, 和 re， 和 go 为 
广义 坐标 建立 系统 的 质量 和 矩阵 和 刚度 矩阵 。 





mi 0 (mi 十 m2 ) 23 mo lils 
ss .| | 
0 7722 mo 21 22 m2 1 
(Ee mo ) mg 
lh b 8 Ls (mm ) gl 0 
K= 3 k= 
mg mg 0 mz gl2 





Os 
4.2 两 个 质量 为 m 和 xm , 固 结 于 张力 为 工 的 无 质量 的 弦 上 ,如 
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习题 图 4-2 所 示 。 假 设 质 量 作 横 向 微 幅 振动 时 , 弦 中 的 张力 不 变 , 试 列 出 振动 微分 方程 。 
并 求 出 当 m= 二 ms 二 m 时 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 。 


下 T 。 T T 
答案 : my 十 2 yi 一 天 一 0, m2 y2 >! 十 2 72 = 0， 


~ /I ~ /3T = “一 | | 
wl Ln Tx 1 _1 


4.3 一 单 摆 铵 支 在 质量 M 的 中 心 ,如 习题 图 4-3 所 示 , 质 量 M 在 光滑 水 平面 上 滑 
动 , 求 系统 的 固有 频率 。 


人 (AM 
答案 : 人 1 一 0，cwz 一 4 i 


4.4 一 重 为 已 的 均匀 圆柱 体 可 在 水 平面 上 作 无 滑动 的 滚动 ,在 圆柱 体 的 轴 B 上 贸 
接 一 长 为 !`. 重 为 克 的 均匀 等 直 杆 BD ,如 习题 图 4-4 所 示 。 在 := 一 0 时 ,圆柱 体 是 静止 的 。 
BD 杆 在 偏离 平衡 位 置 微小 pw。 角 处 突然 释放 。 求 该 系统 的 微 幅 振动 微分 方程 及 在 此 条 
件 下 的 响应 。 

















答案 : p 一 pocos wzt， rp ml COS wz1) 


| 


习题 图 4-2 








4.5 两 个 质量 块 m 和 mm, 用 一 弹簧 有 相连 ,m 的 上 端 用 绳子 挫 住 , 放 在 一 个 与 水 
平面 成 a 角 的 光滑 斜面 上 ,如 习题 图 4-5 所 示 。 若 ! 一 0 
时 突然 割断 绳子 ,两 质量 块 将 沿 斜面 下 滑 。 试 求 瞬 时 : 
两 质量 块 的 位 置 。 


mz mi cos w1 js 
答案 : zz [Em mt 2 pn Jasina, 
m2 1? ,mim COS wt . 
2 [gm mt 2 {EOn, Frm) Jasine 
4.6 习题 图 4-6 所 示 的 系统 为 一 辆 支 于 其 前 面 和 后 面 弹 毓 上 的 汽车 示意 图 。 试 以 
A 点 作为 刚体 运动 的 参考 点 ,假设 汽车 具有 下 列 特性 值 : 重量 驳 =1470 N; 弹簧 常数 局 一 
2980 N/m;ks 一 3720 Nmi 长 度 一 1.8m, =1.2 mi; 质量 惯性 矩 [= 二 210 kg。，m?。 试 


2 








习题 图 4-5 

















6 机 械 振 动 





确定 该 系统 的 频率 和 振 型 ,并 计算 对 于 初始 竖 直 平移 y 而 无 转动 的 自由 振动 响应 (yo4 = 
yo, Ooa 0， yoa 0 on 0 )。 








YW Y% 
答案 : wi 一 6.6136, ws 一 8.5096， "= gm =4.6728, m= gt = 2.0162, 
ya4=—0,.6986yocos wt—0.3014yocos wt, 
0a=—0.1495yocos wttO0. 1495yocos wt 
4.7 如 习题 图 4-7 所 示 的 两 自由 度 系 统 , 横 梁 的 刚度 系数 为 ,其 上 置 有 一 质量 
12 ,悬挂 弹簧 的 弹簧 常数 为 As ,悬挂 质量 为 ms, 若 一 一 上 ,mi 二 2m,ms 一 m, 斌 确定 


固有 频率 wm 和 ws ,以 及 固有 振 型 wx，” 和 ww”。 假 设 质 量 m 上 承受 正弦 力 F(t) 二 Fsinwt 
的 作用 , 试 确定 系统 的 稳 态 响应 。 


k k 1 1 
答案 wi 一 0， 541 一 9 cz 一 1. 307 一 下 一 » we 一 | 9 
m m 0.707 


一 0.707 








(CR 一 om)F， 加 kF, 
Xa mR ~ 2(k—w m)’—k’ 
4.8 一 质量 为 m 的 重 块 处 于 无 摩擦 的 水 平面 上 ,通过 刚度 为 《的 弹 先 与 质量 为 M、 
长 为 /的 均 质 刚 杆 连接 ,如 习题 图 4-8 所 示 。 求 重 块 的 稳 态 响应 。 











Xx 


—~ Asin OF 





习题 图 4-6 习题 图 4-7 习题 图 4-8 


Fu (kt + Mg Fe!) 
答案 : X(t) 一 





7 1 sinwt 
mlw’— (kITmkL +mMg 5 jw +kMg 5 

4.9 如 习题 图 4-9 所 示 的 系统 , 设 激励 为 简 谐 形式 ,两 滑 块 的 质量 分 别 为 m1 (不 包 
括 偏心 质量 m) 和 mz ,刚度 系数 分 别 为 & 与 有 ,偏心 距 为 e, 转 动 角速度 为 w。 求 系统 的 
稳 态 响 应 。 


(ks — m2w’ ) mew’ 
答案 、 一 9 
答案 : Xi [ki 二 Tk Cm 二 Tm) ow (ks 一 ma )— kk 





kmew’ 
XX， 


[LA， 十 kk; 一 (mi 十 m) ow (Ck; — mzw’ ) 一 大 
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4.10 两 刚性 皮带 轮 上 套 以 弹性 的 皮带 ,如 习题 图 4-10 所 示 。 工 和 分别 为 两 轮 
绕 定 轴 的 转动 惯量 ,r， 和 r; 分 别 为 其 半径 ,& 为 皮带 的 拉 伸 弹性 刚度 ,皮带 在 简 谐 力矩 
Mosin wt 作用 下 有 张力 工 与 Ti, 且 知 皮 带 的 预 紧张 力 为 To。 试 确定 皮带 轮 系统 的 固有 
频率 和 皮带 张力 Ti 与 T, 的 表达 式 。 
二 ) Or" _n O02__nh 





» GT 一 » C2) > 
Oi r Oi rl 
,Mokrssinwt 


T,(w’ —w?) 





2 
答案 ; wi 二 一 ”i 
答案 ; wi 二 0，w; 2 (+ 


Mokrssinwt 











T=T, 


LC wy)’ {? Do 








习题 图 4-10 


4.11 转动 惯量 为 工 的 飞轮 通过 四 个 刚度 为 & 的 弹簧 与 转动 惯量 为 Ts 并 能 在 轴 上 
自由 转动 的 扭转 减 振 器 相连 ,如 习题 图 4-11 所 示 。 若 在 飞轮 上 作用 一 简 谐 变化 的 扭矩 
Asin wt 。 试 求 : 

(1) 系统 的 稳 态 响应 ; 

(2) 飞轮 不 动 时 的 1, 和 系统 固有 频率 为 激励 频率 1. 2 倍 时 的 工 的 比值 。 


M(4ka’— Tw) . 4Mka’ . 
答案 ， 一 一 
答案 : (1) 0 DIL aka CTI) ot 0, JIL akarcTTi 








(2) 学 一 0. 44 
4.12 质量 为 m 的 滑 块 ,用 两 根 刚度 为 & 的 弹簧 连接 在 基础 上 , 滑 块 上 有 质量 为 m、 
摆 长 为 7 的 单 摆 , 如 习题 图 4-12 所 示 , 设 k/m 一 g/L 二 ww8, 当 基础 作 水 平方 向 的 简 谐 振动 
.一 asin wt 时 , 试 求 ; 
(1) 若 ww 二 k/m, 摆 的 最 大 所 和 角 6; 
(2) 系统 发 生 共 振 时 的 w 值 。 


答案 : (1) Onnax = 19| 一 经 


(2) w=w, V2 二 V2 
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习题 图 4 11 习题 图 4-12 


4.13 ” 求 习 题 图 4-13 所 示 系 统 在 简 谐 激励 F 二 ,sinwt 作用 下 , 稳 态 振动 时 弹 得 中 的 力 。 
ww F, 


Vw) + (ko) 
4.14 如 习题 图 4-14 所 示 系 统 , 设 mi 二 ms 二 mm。 试 求 其 强迫 振动 的 稳 态 响应 。 
[kC2k— mo ) 2 ow |—icmw 
答案 : X， mw’:[ (2k—mow’: ): 二 4c* ow | 
[Ck—mw’ (2k mow’) + 2 w+icmw’ 
mw:[(2k— mw )’ 4c ow | 
4.15 一 质量 为 ms 的 机 器 ,安装 在 质量 为 m, 的 柜 内 。 柜 子 的 重心 在 两 个 刚度 均 为 上 
的 柔性 腿 的 中 间 ,如 习题 图 4-15 所 示 。 若 机 器 受到 一 简 谐 力矩 Musin wt 的 作用 。 试 问 、 
(1) 欲 使 柜子 不 产生 摆动 , 应 为 多 少 ? 
(2) 和 欲 使 柜子 不 产生 垂直 振动 ,机 器 应 安装 在 什么 位 置 ? 


(mi 十 ms) 


2 





. k 
答案 : 六 三 sin(wt ~ 9), wi =, p=—arctan 
2 m Cn 








Po, 








义 ,二 





rE, 


(2) 4 一 


困 而 


~|~ 


~ 





F=Fosin Of YXx2 


习题 图 4-13 习题 图 4-14 习题 图 4-15 
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4.16 试 求 习 题 图 4-16 所 示 双 质量 -弹簧 系统 在 两 简 谐 激励 作用 下 强迫 振动 的 
振幅 。 

答案 ，| Xi | =F, Ma ， 

Vmeo ) (Rk —moe )—kmoe | tow {fk — mm oo | 
F, ki —miow 

VCRi—mo ) (Rk —mow )—komo Fie [k 一 (za 十 ms )ow2 下 

4.17 试用 习题 图 4-17 所 示 两 自由 度 系 统 , 证 明 在 强迫 振动 共振 时 系统 的 运动 为 主 
振动 。 

















| X; | = 








em wi 


Fsin wr Fsin Ot 


Wa ee 
> 
esino "EM EY 
XI X2 


习题 图 4-16 习题 图 4-17 
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多 自由 度 系统 是 指 具 有 有 限 个 自由 度 的 系统 , 它 包括 前 述 的 两 自由 度 系统 。 一 般 来 
说 ,多 自由 度 系 统 的 振动 分 析 与 两 自由 度 系统 的 分 析 并 无 本 质 区 别 , 只 是 由 于 自由 度数 目 
的 增加 在 数学 求解 上 比较 复杂 罢了 。 因 此 ,多 自由 度 系 统 的 振动 分 析 和 计算 需要 更 有 效 
的 处 理 方法 ,矩阵 方法 显然 是 一 种 适合 的 方法 , 它 可 以 把 大 量 的 方程 组 处 理 为 简洁 的 符 
号 ,并 为 求解 提供 规则 的 算法 。 较 为 复杂 的 多 自由 度 的 分 析 计算 需要 由 计算 机 来 求解 问 
题 的 数值 解 。 

无 阻尼 单 自 由 度 系 统 在 某 一 初始 激励 下 产生 的 自由 振动 是 以 其 固有 频率 进行 的 振 
动 , 对 于 多 自由 度 系 统 来 说 ,其 以 固有 频率 进行 的 振动 是 指 整个 系统 在 运动 过 程 中 的 茶 一 
位 移 形状 , 称 为 固有 振 型 。 就 线性 系统 来 说 ,每 一 种 振 型 都 有 一 种 频率 与 之 对 应 ,因而 有 
多 少 个 固有 频率 ,就 有 多 少 个 固有 振 型 ,系统 可 以 按 这 些 振 型 中 的 任何 一 种 进行 振动 。 一 
般 来 说 ,系统 的 固有 频率 或 固有 振 型 的 数目 与 系统 的 自由 度数 目 相同 。 

多 自由 度 系统 运动 微分 方程 的 求解 方法 通常 采用 两 种 途径 。 一 种 是 振 型 全 加 法 或 模 
态 分 析 法 , 它 是 通过 坐标 变换 ,使 耦合 的 运动 微分 方程 转化 为 一 组 新 坐标 下 的 相互 独立 的 
运动 微分 方程 ,对 已 经 解 耦 的 每 一 个 方程 就 像 单 自由 度 系统 一 样 地 独立 求解 ,然后 进行 从 
标的 反 变换 , 求 得 原 坐 标的 振动 响应 解 。 另 一 种 是 直接 积分 法 , 它 是 通过 直接 积分 微分 方 
程 求 出 方程 的 数值 解 ,这 部 分 将 在 第 7 章 振动 分 析 的 数值 方法 中 加 以 介绍 。 


5.1 多 自由 度 系统 运动 微分 方程 


建立 多 自由 度 系统 微分 方程 ,一 般 采用 两 种 主要 方法 。 一 种 是 牛顿 力学 方法 ,应 用 这 
种 方法 对 系统 建立 振动 微分 方程 ,必须 考虑 约束 反 力 并 画 出 物体 的 受 力图 。 对 于 一 些 简 
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单 问题 ,采用 这 种 方法 比较 直观 ,简便 。 另 一 种 是 分 析 力 学 方法 ,应 用 这 种 方法 对 系统 建 
立 振动 微分 方程 ,应 该 合理 选取 系统 的 广义 坐标 ,然后 根据 拉 格 朗 日 方程 等 分 析 力 学 方 
法 ,建立 系统 的 运动 方程 。 由 于 这 种 方法 仅 涉及 动能 、 势 能 和 功 等 标量 形式 的 物理 量 , 因 
此 对 于 复杂 的 多 自由 度 振动 系统 建立 运动 微分 方程 较为 方便 。 

下 面 通过 具体 例子 说 明 建 立 多 自由 度 系统 运动 微分 方程 的 牛顿 力学 方法 和 拉 格 朗 日 
方程 的 方法 。 

例 5.1-1 考虑 图 5.1-1(a) 的 三 自由 度 系统 ,应 用 牛顿 第 二 定律 导出 系统 的 运动 微 
分 方程 。 设 弹簧 是 线性 的 ,阻尼 是 粘性 的 。 


QD 
0 









2 





(a) 
2 2 2 
qi 22 43 
kiqgi k,(q2-41) | | ks(q3-q2) | | 
cg ca(G2-91) ™? C31(91-9;) 络 
(b) 
图 5.1-1 


解 : 如 图 5.1-1(a) 所 示 , 坐 标 gl ,qz ,qs 分 别 表示 ma ,ma ,ms 偏离 其 各 自 平衡 位 置 的 
水 平 位 移 ,而 Qi,Q: ,Q: 是 相应 的 外 激励 。 为 了 用 牛顿 第 二 定律 导出 运动 方程 ,分 别 作出 
质量 mi ,ms ,ms 的 受 力图 ,如 图 5.1-1(b) 所 示 。 对 质量 mw:(=1，2,，3) 应 用 牛顿 第 二 定 
律 可 导出 运动 微分 方程 : 

my 一 和 一 cid 一 久 gg 十 cd 一 人) 十 (qz 一 Qi) 





mz93 = Qs ca (G2 G1) ks (gz gi1) 十 ca(Gs 一 G2) 十 ks(gs 一 92) 





mag3 一 Qs: 一 cs(ds — G2) ~— ks(qs— gq2) 
改写 成 下 列 形式 : 
mdi 十 (ci 十 co)91 一 czds 十 (CR 十 Rz)9l 一 Rd 一 QQ 
Mt 一 czdi 十 (cs 十 cs)d 一 csds — kzqi 二 (kz 十 Rs)q: 一 Rsqs 一 QQ: 
mag3 一 cd 十 cs0s — ksgqz 十 Rsgs = Qs 
此 式 可 用 和 矩阵 形式 表达 为 
My +C¢g+Ka=0 
其 中 ,各 矩阵 和 列 阵 分 别 为 

















pn 0 cl 十 cs 一 cz 0 
MT 一 |0 m 0|1，C= | 一 cz cr 十 cs 一 cs|， 
LO 0 ， 0 一 Ca3 C3 
rk1 十 有 2 — 0 gi 
K=| —k, k;+Tk; -| | 
L 0 一 有 3 ks gs 
[gi gi QQ 
d= dz|, Y= 4, 0= 2 
Los bb Co 














其 中 , M,C 和 天 分 别称 为 质量 矩阵 .阻尼 和 矩阵 和 刚度 和 矩阵;g,4,8 和 Q@ 分 别称 为 位 移 向 量 、 
速度 向 量 .加 速度 向 量 和 外 激励 向 量 。. 显 然 可 见 ,M,C, 天 为 对 称 和 矩阵。 

可 以 看 出 ,应 用 牛顿 力学 建立 系统 的 运动 微分 方程 ,必须 画 受 力图 ,为 此 常常 要 引入 
那些 未 知 的 约 东 反 力 ,因此 对 于 较为 复杂 的 系统 ,显得 比较 繁琐 。 然 而 应 用 拉 格 朗 日 方程 
建立 多 自由 度 系统 的 运动 微分 方程 ,不 必 引 入 那些 不 用 知道 的 未 知 约束 反 力 ,从 能 量 观点 
上 统一 建立 起 系统 的 动能 本 .势能 U 和 功 W 之 间 的 标量 方程 ,在 应 用 上 带 来 了 不 少 方便 。 

考虑 有 阻尼 系统 ,其 拉 格 朗 日 方程 形式 为 
妆 ( 千 ) QD) (j = 1,2,. 0n) (5.1-1) 
式 中 ,gj ,9; 为 振动 系统 的 广义 坐标 和 广义 速度 ; 工 为 系统 的 动能 , 它 是 广义 速度 的 二 次 
型 ;U 为 系统 的 势能 , 它 是 广义 坐标 的 二 次 型 ;Qi (71) 为 对 应 于 广义 坐标 9 的 除 有 势力 以 
外 的 其 他 非 有 势力 的 广义 力 ;n 为 系统 的 自由 度数 目 。 

应 用 拉 格 朗 日 方程 建立 系统 运动 微分 方程 的 主要 步骤 如 下 : 

(1) 判断 系统 的 自由 度数 ,并 适当 地 选取 广义 坐标 来 描述 系统 的 运动 状态 ,其 数目 和 
自由 度数 相同 。 

(2) 计算 系统 的 动能 和 势能 ,并 将 动能 表示 为 广义 速度 的 二 次 型 ,将 势能 表示 为 广义 
坐标 的 二 次 型 。 

(3) 对 于 非 有 势力 ,计算 对 应 于 各 广义 坐标 的 广义 力 。 

(4) 将 求 得 的 动能 、 势 能 和 广义 力 代 入 拉 格 朗 日 方程 中 进 
行 运算 , 即 可 得 到 系统 的 运动 微分 方程 。 

例 5.1-2 图 5.1-2 所 示 的 刚体 由 四 根 拉 伸 弹簧 支承 ,被 限 
制 在 图 示 光 滑 水 平面 内 运动 ,图 示 位 置 为 平衡 位 置 , 旦 弹簧 为 原 
长 。 已 知 质量 为 m, 转 动 惯量 为 I。 试 导出 微 幅 运动 的 微分 图 5,1-2 
方程 。 
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解 : 取 刚 体质 心 0 点 偏离 平衡 位 置 的 zx,y 和 刚体 绕 质心 的 转角 9 为 广义 坐标 , 即 
4 一 YY，9q 一 >?，9s = 一 0 





系统 的 动能 为 
工 一 记者 十 部 ) 十 六 100* 


系统 的 势能 为 


= 


UL 一 


Ar 二 ww02 十 hl — a20)? 


十 Dk yt a 十 Dkky — a0)’ 
计算 拉 格 朗 日 方程 中 各 项 导数 如 下 : 











doaTy .oT JU 
所 (于 )= nt, J () 、 元 一 有 (rr 十 CO0) 十 有 (一 020) 

d oT a oT DT 

二 ( 咏 )= NY， Oy 0， Oy ks(y a0) +t kily— a0) 

d /9T\_ oT _ 

(= 1 0 

一 k(t 二 a0)a — k(x — as0)a;, 十 k3(y 十 as30)as — ki(y— a a 


代入 拉 格 朗 日 方程 (5.1-1) 得 系统 运动 微分 方程 为 
mr 十 (ki 十 RD) 十 (kiai 一 k2a2)0 一 0 


my 十 (ks 十 )y 十 (Raas -一 kiai)0 一 0 
100 十 (Ra — ka rt (kaas — kiai)y (kia? + ha 十 Ra 十 Ra)0 一 0 
写成 矩阵 形式 


Mg++kKg=0 
其 中 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 分 别 为 
[ma 0 0 
M=|0 mm 0|1， 
LO 0 To 
Fr 天 十 Rs 0 kia! 一 Ras 
KS= 0 ks 十 ki ksa3 一 kian 
[kial— kas ksas — ka kia? + koa? + kaa? kia? 





位 移 向 量 为 
q={[x y 0 
例 5.1-3 如 图 5.1-3 所 示 的 质量 块 m, 可 沿 光滑 水 平面 滑动 ,其 右 侧 与 刚度 为 & 的 











弹簧 相连 , 左 侧 与 阻尼 系数 为 < 的 阻尼 器 相连 ,并 在 质量 块 mm 上 作用 一 水 平 外 激励 Q。 搜 
_ 锤 重 mi ,由 一 长 为 /的 无 重 刚 杆 与 滑 块 m 以 匀 相 连 , 并 只 能 
0 一 _- _ 
在 图 示 铅 垂 面 内 摆动 。 试 列 出 此 系统 的 振动 微分 方程 。 
解 : 以 平衡 时 质量 块 m 的 质心 O 点 为 坐标 原点 。 以 
qi 二 z+ 和 gs 一 g 为 广义 坐标 , 则 质点 mi 坐标 为 
Ti 三 Xilsing, Y= lcosp 





系统 动能 为 


T= 六 和 十 到 (如 十 站 ) 


即 
TT 二 地 (mw 十 mi) 才 十 访 Wi 作 十 mligeos 9 
摆 锤 m, 所 受 重力 mig 和 弹簧 反 力 &z 为 有 势力 , 滑 块 m 所 受 重力 mg 与 光滑 面 的 反 力 相 
平衡 。 以 平衡 位 置 为 势能 的 零 位置 , 则 系统 势能 为 
U = mgl(1— cosp) 十 六 Ar 
外 激励 Q 与 阻尼 力 cz 为 非 有 势力 ,它们 与 广义 坐标 g; 和 gs 对 应 的 广义 力 分 别 为 
Qi 一 Q 一 Ct， QQ, 一 0 
计算 拉 格 朗 日 方程 各 项 导数 如 下 : 





d (oT\ .， .. 四 aT 和 0 

是 ( 守 )== (十 加 和 十 和 刻 cosg mp’ sin gp， or 0， 3 并 kx 
aT py 2 os . 

(3)- mm eos pg— mligning, 

oT 。。 oaU | 

5 =— milz psin p， 55 = miglsin p 


代入 拉 格 朗 日 方程 (5.1-1) 得 系统 运动 微分 方程 为 
(m+m)r+migcos gpg— mig’ sinp 十 民 十 Rr 一 Q 
mlygt+mircosgi+melsing= 0 

上 述 方程 是 非 线 性 方程 ,对 于 微 幅 振动 ,有 sin pg 之 gp 和 cos pg 关 1, 并 略 去 非 线性 乘积 项 

后 ,有 

(7 十 10) 天 十 mo 十 民 十 Rz 一 Q 
Mi 人 十 7 人 十 gp 一 0 
写成 矩阵 形式 
MO 十 GT 十 Kg 一 2 
其 中 质量 矩阵 \ 阻 尼 和 矩阵 和 刚度 和 矩阵 分 别 为 
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m+m ml! C 0 上 0 
”=| | co 
mil mf 0 0 0 megl 


位 移 向 量 和 外 激励 向 量 分 别 为 





5.2 无 阻尼 自由 振动 * 特征 值 问题 


多 自由 度 线 性 振动 系统 微分 方程 的 一 般 表 达 式 为 
Mi +Cg + Kg 一 CGO) (5. 2-1) 
式 中 M,C 和 K 分 别 为 n Xn 阶 的 质量 、 阴 尼 和 刚度 矩阵 ,q,4,8 和 QQ 分 别 为 广义 坐标 、 广 
义 速度 、 广 义 加 速度 和 广义 力 的 n 维 向 量 。 
对 无 阻尼 的 自由 振动 ,方程 (5.2-1) 可 以 表示 为 
My+Kg=0 (5. 2-2) 
它 表示 一 组 n 个 联 立 的 齐 次 微分 方程 组 


Dmdj; +t hsq; = 0 (i,j = 1,2,,n) (5. 2-3) 
j=1 了 一 1 


由 第 4 章 的 讨论 可 知 , 对 于 ?个 联 立 的 齐 次 方程 一 定 存在 着 同步 运动 的 解 , 即 在 运动 过 程 
中 ,所 有 坐标 应 具有 对 时 间 相 同 的 依赖 关系 ,并 除 振幅 外 ,运动 的 一 般 形 状 并 不 改变 , 即 各 
质量 位 移 的 比值 保持 不 变 。 在 数学 上 ,这 一 类 运动 可 以 表示 为 
q(t) =wf) (GO 一 1,2 ,72) (5.2-4) 
式 中 w 是 一 组 常数 ,而 f(t) 对 于 所 有 坐标 9 (1) 是 相同 的 。 
将 方程 (5. 2-4) 代 入 方程 (5. 2-3) ,并 注意 到 函数 f(z) 不 依赖 于 下 标 7, 有 


六 (> 十 GD Dkiu; =0 (i,j= 1,2,,n) (5.2-5) 
了 一 1 j=1 
将 其 写成 下 面 的 形式 : 


FO) hor, 
f(2) Smou, 
在 上 式 中 分 离开 了 与 时 间 有 关 的 部 分 和 与 位 置 有 关 的 部 分 ,可 以 看 出 ,方程 (5. 2-6) 的 左 


边 不 依赖 于 下 标 j, 而 右边 不 依赖 于 时 间 1, 因 而 两 个 比值 必定 等 于 常数 。 可 以 证 明 , 这 个 
常数 是 一 正 实数 , 令 常 数 4 二 w* ,于 是 有 





(i,j = 1,2,.,n) (5. 2-6) 














F 大 CO 二 oo) 一 0 (5.2-7) 


Dk; — wm =0 (j= 1.2,,n) (5.2-8) 
j=1 


如 果 同 步 运动 是 可 能 的 ,那么 对 时 间 的 依赖 关系 是 简 谐 函数 ,因为 At) 是 一 实 函 数 , 所 以 
方程 (5.2-7) 唯 一 可 以 接受 的 解 是 具有 频率 w 的 简 谐 函 数 , 即 
f(D) = Csin(wt + 9) (5.2-9) 
式 中 C 为 任意 常数 ,w 为 简 谐 运动 的 频率 ,p 为 相 角 。 这 三 个 量 对 每 一 个 坐标 gq; (1) (j= 二 1， 
2,…,2) 都 是 相同 的 。 
把 方程 (5.2-8) 写 成 矩阵 形式 
(K—wMu= 0 (5, 2-10a) 
或 者 写 为 
Ku = w:Mu (5. 2-10b) 
方程 (5.2-10) 是 关于 和 矩阵 M 和 kK 的 特征 值 问题 。 方 程 (5.2-10) 存 在 非 零 解 的 条 件 是 : 当 
且 仅 当 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
A(w) = det (K—wM)=0 (5.2-11) 
式 中 A(w’) 称 为 特征 行列 式 , 而 方程 (5.2-11) 称 为 特征 方程 或 频率 方程 ,将 其 展开 后 可 得 
到 ow 的 ”次 代数 方程 式 
or 十 ae20 十 ao 十 十 十 必 一 0 (5.2-12) 
这 一 n 次 代数 方程 上 有 x 个 根 wz(Cr 王 1,2,……,2) ,这 些 根 称 为 特征 值 ,它们 的 平方 根 w, (r= 
1,2,…,n) 称 为 系统 的 固有 频率 。 将 固有 频率 由 小 到 大 依次 排列 , 即 
ww (5.2-13) 
称 最 低 的 固有 频率 wi 为 基 频 。 在 实际 问题 中 ,往往 基 频 是 所 有 频率 中 最 重要 的 一 个 。 一 
般 说 来 ,这 于 个 根 ow* (Cr=1, 2 0) 可 以 是 单 根 ,也 可 以 是 重 根 ;可 以 是 实数 ,也 可 以 是 复 
数 。 但 是 , 当 系 统 的 质量 矩阵 为 正定 实 对 称 和 矩阵 ,刚度 矩阵 为 正定 或 半 正 定 的 实 对 称 和 矩阵 
时 ,根据 线性 代数 理论 ,所 有 的 特征 值 都 是 实数 ,并 且 是 正 数 或 零 。 事 实 上 ,只 有 当 刚 度 矩 
阵 为 半 正 定时 ,系统 才 有 零 特 征 值 。 
将 求 得 的 固有 频率 w(r 一 1,2,…,2) 分 别 代 入 方程 (5.2-10) 得 
(K—wMu"’ 一 0 (r=1,2,..,n) (5.2-14) 
解 此 特征 值 问 题 , 可 求 得 非 零 解 向 量 w ”=[u? wr 二 1,2,…,n)。 称 向 
量 &” 为 对 应 特征 值 w: 的 特征 向 量 , 也 称 为 振 型 向 量 或 模 态 向 量 , 它 表示 了 所 谓 的 固有 
振 型 。 特 征 向 量 各 元 素 的 值 是 不 唯一 确定 的 量 , 但 任意 两 个 元 素 uw” 和 ws? 的 比值 是 一 
常数 。 也 就 是 说 ,we 7” 为 齐 次 方程 组 (5.2-14) 的 解 ,那么 wu 也 是 一 个 解 ,o 为 任意 常数 。 
因此 ,可 以 说 ,固有 振 型 的 形状 是 唯一 的 ,而 振幅 不 是 唯一 的 。 
如 果 特 征 向 量 uw” 中 的 一 个 元 素 被 指定 为 某 一 个 值 ,那么 特征 向 量 就 是 唯一 确定 的 





1 











向 量 。 因 为 其 余 的 ”一 1 个 元 素 的 值 可 以 根据 任意 两 个 元 素 的 比值 是 常数 这 一 点 自行 调 
整 。 调 整 固有 振 型 的 元 素 使 其 成 为 单 值 的 过 程 称 为 正则 化 ,而 所 得 到 的 向 量 称 为 正则 振 
型 。 一 个 很 简便 的 正则 化 方法 就 是 令 


uu” Mu” 一 1 (Or 一 1,2 ,71) (5.2-15) 
将 方程 (5.2-14) 两 边 前 乘 特征 向 量 u” 的 转 置 au” ,有 
un? Ku = (r= 1,2,..,n) (5.2-16) 


另 一 个 正则 化 方法 是 使 振 型 向 量 中 最 大 元 素 的 值 等 于 1。 这 样 ,可 以 很 方便 地 夯 出 
振 型 图 。 需 要 指出 的 是 ,正则 化 并 无 物理 意义 ,仅仅 是 为 了 处 理 问题 方便 。 

例 5.2-1 图 5.2-1 表示 一 个 三 自由 度 系 
统 , 求 固有 频率 和 固有 振 型 ,并 求 正则 振 型 。 

解 : 系统 的 运动 微分 方程 为 














MY 十 Kx 一 0 
其 中 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 为 
m 0 0 2k —k 0 
“| m ,| 6 2k 关 
0 0 mm 0 —k 2k 
其 特征 值 问题 为 
Ku 一 ow Mu 
特征 方程 为 
2k— wm —k 0 
Al(w ) 一 一 上 2k— wm 一 大 
0 一 上 2k—w mm 
=(2k— mow (mw! — 4mkw’ 二 2k)=0 
求 得 固有 频率 





wi 一 人/ 人 (2 JI) 号 ， mm = w= /2 十 VE) < 
m nl nn 


计算 对 应 三 个 固有 频率 的 固有 振 型 ,将 w, 代入 特征 值 问 题 方程 ,有 


V2 一 1 0| Fa 人 0 
一 1 V2 一 1 = 10 
和 0 











0 一 1 2 
因为 这 是 齐 次 方程 组 ,如 果 振 型 向 量 的 某 一 元 素 被 给 定 , 那 么 就 可 以 唯一 地 求 出 其 余 两 个 
元 素 。 至 于 给 定 哪 一 个 元 素 是 无 关 紧 要 的 ,因为 无 论 给 定 哪 一 个 元 素 ,都 可 以 得 到 相同 的 
结果 。 习 惯 上 令 xi 三 1, 可 解 得 











故 求 得 对 应 固有 频率 w 的 固有 振 型 为 


2 人 1 
us 1 


同 理 , 将 w 代入 特征 值 问 题 方 程 ,并 令 uf? 二 1, 可 解 出 对 应 固有 频率 ws 的 固有 振 型 为 


(2) 


ul 1 
u? |= | 0 
us 四 1 


同样 ,可 得 到 对 应 于 固有 频率 w; 的 固有 振 型 为 

















各 阶 振 型 图 如 图 5. 2-2 所 示 。 
下 面 求 正则 振 型 。 令 


一 全 人 个 1 
WU 一 on a 





一 一 一 一 一 1 
-一 一 闪 /1 代入 un "Mu 二 1 中 ,有 
NA m 0 01[1 
oll V3 中 m | 
5.2-2 0 0 m 1 
邻 
m 0 01f1 
M=[1 v2 可 m | a 
0 0 m 1 
则 
1 1 
ai J 2 Vm 


求 得 第 一 阶 正则 振 型 向 量 为 
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1/2 
0 一 1 


1/2 
同样 令 


由 正则 方法 得 到 


m 0 0 1 
M,=[1 0 -可 m "| so 
0 0 ji 一 1 








1 1 
®? ~vM, V2m 
则 第 二 阶 正则 振 型 向 量 为 
| V2/2 | 
2 一 万 0 
m | Va/2] 
重复 上 述 过 程 , 同 样 求 出 第 三 阶 正则 振 型 向 量 为 
| 1/2 | 
(3) — 1 
u® = —— | — ya/2 
Ma | 1/2 J] 





注意 到 ,如 果 用 wu” Me 二 1(r 二 1,2,…,n) 的 正则 化 方法 ,那么 wu” 中 元 素 的 单位 与 
M “的 单位 相同 。 这 里 用 M 来 表示 惯量 矩阵 M 中 元 素 my 的 单位 。 


5.3” 振 型 向 量 ( 模 态 向 量 ) 的 正 交 性 : 展开 定理 


1,， 固 有 振 型 的 正 交 性 
固有 振 型 有 一 个 非常 有 用 的 性 质 , 就 是 固有 振 型 之 间 存 在 着 关于 质量 矩阵 M 和 刚度 
和 矩阵 K 的 正 交 性 。 
考虑 特征 值 问题 (5. 2-10) 的 两 组 解 wt ,wu ”和 wi,u”。 这 些 解 可 以 写成 
Ka = owMua®” (CG = 1,2,.,n) (5.3-1) 
Ku® = weMu® (Gs = 1,2,.,n) (5. 3-2) 
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用 wu" " 左 乘 方 程 (5. 3-1) 的 两 边 和 用 wu" ' 左 乘 方程 (5.3-2) 的 两 边 ,得 


ur 


Ku®™” = wu™ Wo (5.3-3) 
u” Ku® = oa (5.3-4) 
因为 矩阵 M 和 天 是 对 称 的 , 转 置 方程 (5. 3-4) .并 与 方程 (5. 3-3) 相 减 , 可 得 
(w: — wu Ma” 一 0 (5. 3-5) 
当 7y 关 5, 即 w, 关 w, 时 ,必须 有 
一 一 0 (r 天 35) (5. 3-6) 
这 就 是 振 型 向 量 的 正 交 性 条 件 。 这 个 正 交 性 是 关于 质量 矩阵 M 的 , 它 起 了 加 权 和 矩阵 的 作 
用 。 将 方程 ( 3 0) 代 人 方程 3) ,可 得 振 型 问 量 关于 刚度 矩阵 也 是 正 交 的 , 即 
ro 一 0 (rs) (5.3-7) 


需要 再 次 强调 指出 , 正 交 性 关系 式 (5.3-6) 和 (5.3-7) 只 有 当 RM 和 K 为 对 称 和 矩阵 时 才 是 正 
确 的 。 
如 果 r=s, 则 不 论 uw? Wu" 取 任 何 值 , 式 (5.3-5) 都 自然 满足 ,因而 可 令 
NM = M, (5. 3-8) 
ze ' Ku” = K, (5.3-9) 
称 M, 为 广义 质量 (或 模 态 质量 ),K, 为 广义 刚度 (或 模 态 刚度 ) 。 
如 果 将 振 型 向 量 正则 化 , 则 称 振 型 向 量 为 关于 质量 矩阵 和 刚度 抢 阵 的 正则 正 交 性 。 
如 果 正 则 化 是 按照 方程 (5. 2-15) 得 到 的 ,那么 振 型 向 量 应 满足 下 面 的 关系 式 : 


uv iMu'” = 8 (5.3-10) 
um! Ku = 8 oaws (5.3-11) 
式 中 5, 为 克朗 尼 格 6 符号 ,其 数学 定义 为 
1 (r= ;8) 
一 (5.3-12) 
0 (r 关 $5) 


例 5.3-1 图 5.3-1 所 示 三 个 弹簧 悬挂 着 质量 m, 三 个 弹 和 扯 位 于 同一 平面 内 , 弹 和 揭 常 
数 分 别 为 &,k&, 和 As , 试 写 出 质量 m 的 运动 微分 方程 。 
若 弹 得 刚度 & 一 已 一 外 一 & ,并且 @ 一 0 ,Qs 二 120°,@s 一 
210 , 求 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 ,并 验证 振 型 向 量 的 
正 交 性 。 

解 : 取 直 角 坐 标 zx-y 如 图 5. 3-1 所 示 。 如 果 只 考虑 
微小 位 移 ,并 设 弹 性 恢复 力 为 Ri ,Rs 和 R;, 则 质量 m 的 
运动 微分 方程 为 








3 3 
= DRicosa +Q,, my = > Rsinw 十 Q， 图 5.3-1 
i=1 i 三 1 
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式 中 弹性 力 R; 二 一 k;(xcosai 十 ysin aj)。 
将 R; 的 值 代 入 运动 微分 方程 ,得 


3 
mz 十 Dki(xreos ?ai 十 ysin aicos wu ) = Q. 
一】 


3 
my 十 >) k(xsin uwcos au 十 ysinzu) = Q, 
i=1 
写成 矩阵 形式 为 


m 017i 3 cos2a， sin aicos a; 1 x QQ, 

| 同 四 Pal QiCOS ai sin* a; J j= pl 
当 mw 一 0" 时 ,有 

sinal = 0, cosa=1], singcosa=0 

当 a 一 120" 时 ,有 

sin as = V3/2, cos as 一 一 1/2， sin a;cos ay =— V3/4 
当 一 210" 时 ,有 

sin as 一 一 1/2， cos as 一 一 V3/2， sin ascos ai = V3/4 
将 以 上 各 a; 值 和 ki 二 ,二 ks 二 上代 入 刚度 矩阵 ,得 


3 COs’a; sin aicos ai Tl 0 1/4 —V3/4 3/4 3/4 
kl ” “|= te v3/ 几 
二 Sin aicos ou sin2 ai LO 0 — V3/4 3/4 V3/4 1/4 

Tr2 0 
一 | 
LO 1 


代 和 人 质量 mx 的 运动 微分 方程 为 





特征 值 问题 为 


由 此 得 固有 频率 为 





fz _ fzk 
wl 9 C2 
m m7 


由 于 运动 微分 方程 是 两 个 独立 的 方程 ,表明 x,y 正好 是 两 个 固有 坐标 ,因此 固有 振 
型 为 
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为 了 验证 振 型 向 量 的 正 交 性 ,将 振 型 向 量 下 ”和 &2 代 人 方程 (5.3-6), 有 


I m 0 1 
wa to nl” 9]-。 
0 mjJLo 





满足 正 交 性 条 件 。 


2. 具有 重 特 征 值 的 系统 


具有 重 特征 值 的 系统 ,也 就 是 有 相同 固有 频率 的 系统 , 称 为 退化 系统 。 现 在 来 讨论 当 
系统 存在 p 个 相同 的 固有 频率 时 ,特征 向 量 的 正 交 性 。 这 里 p 是 一 个 整数 , 且 有 
2 过)5 委 ”。 在 这 种 情况 下 ,对 应 重 特征 值 的 特征 向 量 与 其 余 的 一 嫁 个 特征 向 量 是 正 交 的 ， 
但 一 般 说 来 ,p 个 重 特征 值 的 特征 向 量 之 间 并 非 一 定 正 交 。 但 是 当 特征 值 问题 是 由 实 对 
称 和 矩阵 M 和 K 来 确定 的 时 候 , 相 应 于 重 特征 值 的 特征 向 量 恰好 是 相互 正 交 的 。 根 据 线性 
代数 理论 ,如 果实 对 称 矩 阵 的 特征 值 重复 p 次 ,那么 ,对 应 于 重复 的 特征 值 ,有 p 个 但 不 
超过 p 个 相互 正 交 的 特征 向 量 。 由 于 对 应 于 重 特征 值 的 特征 向 量 的 任 一 线性 组 合 也 是 
一 个 特征 向 量 , 所 以 特征 向 量 不 是 唯一 的 。 一 般 来 说 ,总 可 以 选择 p 个 对 应 于 重 特 征 值 
的 特征 向 量 的 线性 组 合 , 使 它们 构成 相互 正 交 的 特征 向 量 组 ,从 而 使 得 问题 中 的 特征 向 量 
唯一 地 确定 。 

假定 系统 的 固有 频率 w, 和 ws 相等 ,其 他 各 固有 频率 与 它们 不 同 , 则 将 wi 代入 方程 
(5.2-10) 求 固有 振 型 时 ,方程 组 nn 个 式 子 中 ,只 有 nn 一 2 个 是 独立 的 ,这 正 是 由 于 wi 是 一 
个 特征 方程 的 二 重 根 。 两 个 固有 振 型 x ?和 wu 的 取 值 具有 一 定 的 任意 性 ,事实 上 ,可 以 
把 任意 的 组 合 Ciu 十 Csu2 看 成 是 对 应 于 固有 频率 mw 二 wz 的 一 个 固有 据 型 (其 中 C! 和 
C; 为 任意 常数 ) 。 将 中 ,过 = 由 和 wn? ,wu 中 分别 代入 方程 (5.2-10), 有 

(K—wMu 一 0 (5.3-13) 
(K—wMu’*=0 (5.3-14) 
因此 ,有 
(K— oiM) Cu + Cu ) 
=C(K— wiMu +CK— wiMu 一 0 (5. 3-15) 
故 Ciu 中 十 Cou** 也 可 以 看 成 是 对 应 于 wi 或 ws 的 固有 振 型 。 由 于 C 和 Cs 为 任意 常数 ， 
所 以 可 以 认为 有 无 穷 多 个 固有 振 型 的 解 , 其 中 只 能 任意 选取 两 个 相互 独立 的 解 , 其 他 的 解 
均 可 由 这 两 个 解 的 线性 组 合 得 到 。 这 样 任意 两 个 独立 的 固有 振 型 &2 和 &2 一 般 不 满足 
正 交 性 条 件 , 即 
uv Mu? 0, uv Ka 天 0 (5. 3-16) 
但 可 以 作 向 量 uw 十 Gu, 其 中 CC 为 待定 常数 ,要 求 这 个 向 量 对 质量 矩阵 M 与 a 正 
交 , 即 
uv Mua? + 一 0 (5.3-17) 
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由 此 可 解 出 待定 常数 C 为 
C CT =— (5. 3-18) 

由 这 个 C 值 组 合 的 向 量 & 2 十 Ca ,就 是 对 质量 矩阵 M 与 a 是 正 交 的 ,不 难 进 一 步 证 明 
它们 对 刚度 矩阵 K 也 是 正 交 的 ,而 wu 与 3 十 Cu 是 彼此 独立 的 固有 振 型 。 但 是 ,这 种 
既 相 互 独立 又 正 交 的 固有 振 型 仍 有 无 穷 多 组 ,其 中 任意 一 组 都 可 以 作为 重 特 征 值 的 特征 
向 量 。 

例 5.3-2 在 图 5.3-2 所 示 的 系统 中 ,mi 一 mms 一 加 ,如 一刀 一 2k, 有 一 衣 , 妈 一 有 一 妹 ， 
试 求 作 微 幅 振 动 时 ,系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 。 

解 : 由 于 系统 作 微 幅 振动 ,可 以 认为 弹簧 鲈 和 怠 在 x 方向 的 变 
形 不 影响 其 他 弹簧 的 状态 ,而 其 他 弹簧 在 y 方向 的 变形 也 不 影响 弹 
簧 ,和 的 状态 。 系 统 运动 微分 方程 为 
































m 0 0 4R 0 Oj Tx 0 

0 mm 0|1y | 十 0 5k 一 4 » 一 | 

0 0 m 3 0 一 有 5kj Ly; 0 
特征 值 问 题 为 


图 5.3-2 





4k—wm 0 0 Ul 0 
0 5k—~ wm —k 加 一 | 
0 一 天 5 一 wm] Las 0 


(4k— om)(mw — 1l0kmw’ + 24k:)=0 


特征 方程 为 


解 得 特征 值 为 











将 网 代 入 特征 值 问题 方程 之 中 , 求 出 第 三 阶 固 有 振 型 为 
0 0 0 
可 见 uf? 可 取 任 意 值 ,并 有 wu? 一 wi?。 先 取 对 应 于 w 和 wz 的 两 阶 固有 振 型 向 量 为 


ww? = wi = 4k/m, wi 一 6k/m 
可 见 , 此 系统 存在 重 特征 值 。 
uw = [0 -1 1 
将 wi 二 wi 代入 特征 值 问 题 方程 为 
ue 0 

0 1 一 1 az 和 2 | 一 1 (r= 1,2) 

0 一 1 1j [us” 0 
xDT7 一 [1 1 1] ,xc2 一 [一 4 1 1], 不 难 验证 ,它们 与 &2 满足 关于 M 和 KK 的 正 交 性 
条 件 ,但 它们 之 间 不 正 交 ,因为 














u'’ Mu'? =— 2m 关 0 
令 新 的 第 二 阶 振 型 向 量 为 
uC Tu = [C4 C+1 C+1]’ 


由 正 交 性 条 件 
m 0 01fC 一 人 
zu 一 [1 1 1 m ser- 
0 0 EC 十 1 
解 得 
5 
于 是 





约 去 比例 因子 5/3, 取 
xz 一 [一 2 1 1 
所 以 对 应 于 W102 9 CO3 的 固有 振 型 为 


1 一 2 0 
， Wu'2 一 | | ， 83 一 - | 
1 
3. 模 态 和 矩阵 


振 型 向 量 可 以 排列 成 为 n 阶 方 阵 , 称 为 模 态 矩阵 (或 振 型 矩阵 ), 即 
u= [uu wu we wu ] (5. 3-19) 
的 每 一 列 是 一 个 振 型 向 量 go2 (r 王 1,2,…,ma)。 引 入 振 型 矩阵 & 之 后 ,由 方程 (5. 2-14) 
所 表示 的 特征 值 问 题 的 所 有 n 个 解 可 以 写成 简洁 的 矩阵 方程 , 即 


(1) 一 
u 一 








1 


Ku = Muw’ (5. 3-20) 
式 中 四 ?是 固有 频率 平方 的 对 角 和 矩阵 , 即 
w= 呈 
应 用 振 型 矩阵 w, 可 以 把 式 (5.3-6) 和 式 (5.3-8) 合 并 成 一 个 式 子 , 即 
Ad 
A1: 


u' Mu 一 M, 一 . (5. 3-21) 
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类 似 地 ,可 将 式 (5.3-7) 和 式 (5. 3-9) 合 并 为 
Ki 


uiKu = K, = . (5. 3-22) 


K, 
称 M, 为 模 态 质量 矩阵 (或 广义 质量 矩阵 ) ,K, 为 模 态 刚度 矩阵 (或 广义 刚度 矩阵 )。 可 见 
振 型 矩阵 & 可 以 用 来 作为 使 系统 的 运动 微分 方程 不 耦合 的 变换 矩阵 ,这 是 由 于 固有 振 型 
具有 正 交 性 的 缘故 。 


若 振 型 向 量 按照 方程 (5.2-15) 进 行 正则 化 ,然后 排列 成 正则 振 型 矩阵 wu, 则 模 态 质量 
和 矩阵 为 单位 矩阵 , 模 态 刚度 矩阵 为 固有 频率 平方 的 对 角 和 矩阵 , 即 
F1 


M, =u' Mu = 1 = . (5. 3-23) 


K, =u'Ku = A= (5. 3-24) 





2 
On 


由 于 振 型 向 量 只 (表示 系统 作 国 有 振动 时 各 坐标 之 间 屿 信 的 相对 大 小 ， 所 以 模 态 质量 和 模 
态 刚 度 的 值 依赖 于 正则 化 方法 ,只 有 进行 正则 化 后 ,才能 确定 振 型 向 量 各 元 素 的 具体 数 
值 ,也 才能 使 M, 和 K, 具有 确定 的 值 。 


4. 展开 定理 
特征 向 量 w” (7 一 1,2,…,n) 形 成 一 个 线性 独立 组 , 即 有 
ca 十 cag2 十 十 cao 关 0 (5.3-25) 
式 中 cu,cz,…,c, 是 不 同时 为 零 的 常数 。 由 于 固有 振 型 的 线性 独立 性 ,于 是 系统 的 任何 一 
个 位 形 的 nn 维 向 量 w 可 以 由 ”个 固有 振 型 的 线性 组 合 构成 , 即 


w= CD 十 Ca 十 委 十 Ce = 2 Cu™ (5. 3-26) 
r= 


式 中 w 称 为 a ,ua2 va 的 线性 组 合 ,系数 C1 ,Cs，…,C, 表示 每 一 个 振 型 的 参与 程 
度 。 改 变 系 数 C1 ,C,…,C, 而 得 到 的 所 有 线性 组 合 组 成 的 向 量 空间 w, 是 由 下 ,wu ， 

,u"” 生成 的 ,向 量 组 ww” (r= 二 1,2,…,n) 称 为 w 的 生成 系统 ,因为 这 个 向 量 组 是 独立 的 ， 
所 以 生成 系统 称 为 w 的 基 。 因 此 ,属于 空间 w 的 任何 向 量 都 可 以 表示 成 线性 组 合 
(5.3-26) 的 形式 。 实 际 上 ,这 就 是 说 ,系统 的 任何 可 能 的 运动 都 可 以 被 描述 为 振 型 向 量 的 











机 械 振 动 


线性 组 合 , 也 就 意味 着 由 任意 激励 产生 的 系统 的 运动 可 以 看 作 固有 振 型 用 适当 的 常数 相 
乘 后 的 至 加 。 如 果 用 正则 振 型 来 表示 系统 的 运动 ,就 是 把 一 组 联 立 的 运动 微分 方程 变换 
成 一 组 独立 的 方程 ,这 里 的 变换 和 矩阵 就 是 振 型 矩阵 uw。 把 联 立 的 运动 微分 方程 变换 成 一 
组 互 不 相关 的 方程 来 得 出 系统 响应 的 过 程 称 为 振 型 分 析 或 模 态 分 析 。 

考虑 固有 振 型 的 正 交 性 条 件 , 用 wu” M 左 乘 方程 (5. 3-26) 的 两 端 ,得 


C, = "Mw (7 = 1,2,.,n) (5. 3-27) 





车 u”" 为 正则 振 型 向 量 , 则 式 (5. 3-27) 中 的 M, 一 1, 即 
C=u" Mw (r=1,2,.…,n) (5. 3-28) 
系数 C, 表示 第 > 阶 固 有 振 型 a” 对 w 所 起 作用 的 一 种 度量 。 方程 (5. 3-26) 和 方程 


(5. 3-27) 与 方程 (5. 3-28) 在 振动 分 析 中 称 为 展开 定理 。 以 展开 定理 为 基础 ,可 用 振 型 分 
析 导 出 系统 的 响应 。 


5.4 半 正 定 系统 


考察 一 个 保守 系统 ,系统 的 动能 和 势能 为 


工 到 2 > mdd, = Ld Md (5. 4-1) 
r 一 1 3s=1 
U = 二 > > ksq,q. = D4 Kg (5. 4-2) 
r=1 s=1 
式 中 gq 二 [qq … gq] 为 广义 坐标 向 量 ,g 二 [9 ，4。 … 4,]' 为 广义 速度 向 量 ， 


M 为 系统 的 质量 矩阵 ,K 为 系统 的 刚度 和 矩阵。 可 见 , 动 能 和 势能 分 别 是 广义 速度 和 广义 
坐标 的 二 次 型 。 前 面 已 经 指出 ,质量 矩阵 M 和 刚度 矩阵 天 都 是 实 对 称 矩 阵 。 按 定义 动能 
永远 是 正 的 , 且 只 有 当 速 度 全 为 零 时 才 为 零 , 所 以 质量 矩阵 M 是 正定 的 。 势 能 如 取 最 小 
值 为 零 , 则 它 是 非 负 的 , 它 可 以 在 坐标 不 全 为 零 时 等 于 零 , 可 见 刚度 矩阵 KK 既 可 能 是 正定 
的 ,也 可 能 是 半 正 定 的 ,K 为 负 定 的 情况 这 里 不 加 以 讨论 。 如 果 振 动 系统 的 质量 矩阵 M 
和 刚度 矩阵 都 是 正定 的 ,就 称 为 正定 系统 ;如 果 质 量 矩 阵 M 是 正定 的 ,而 刚度 矩阵 KK 
是 半 正 定 的 ,就 称 为 半 正 定 系统 。 由 于 产生 半 正 定 系统 的 物理 条 件 是 系统 具有 不 完全 约 
东 , 所 以 整个 系统 可 能 像 刚 体 一 样 运动 ,可 见 半 正定 系统 一 定 会 出 现 零 值 的 固有 频率 , 相 


应 的 固有 振 型 称 为 刚体 振 型 或 零 振 型 。 一 般 情况 下 ,对 于 一 加 x 

个 半 正 定 系统 ,系统 的 运动 是 刚体 运动 和 弹性 运动 的 复合 。 
例 5.4-1 如 图 5.4-1 所 示 系 统 , 两 质量 mi 二 2m,m 一 > > 

,两 质量 之 间 的 弹簧 刚度 为 2&, 求 系统 的 固有 频率 和 固有 图 5.4-1 


振 型 。 








第 5 章 多 自由 度 系统 的 振动 





解 : 系统 的 运动 微分 方程 为 
mi =—=— 2k(x ~— 7 ) 


m2 rs 一 28(zi — xX) 


写成 矩阵 形式 


假定 运动 是 同步 的 ,有 
iD = Xf) (i= 1,2) 
式 中 X; 为 常数 , f(z) 是 简 谐 函数 ,于 是 有 特征 值 问题 


a ld- lx 


2k — 2w:m — 2k 
det | = mw’ (2mw’ — 6k) = 0 
— 2k 2k— wm 


特征 方程 为 


求 得 特征 值 为 
ww? 一 0， cw3 一 3k/m 


代入 特征 值 问 题 方 程 , 求 出 特征 向 量 为 


p60 一 [|， XX 一 | | 
1 一 2 


此 例题 中 两 个 质量 组 成 的 系统 是 不 完全 约 东 系统 ,存在 着 刚体 运动 (w 一 0,X… 一 
[1 1 ), 作 为 整体 的 zx 方 向 移动 。 
因为 由 零 固有 频率 和 刚体 振 型 所 定义 的 刚体 运动 是 特征 值 问题 的 一 个 解 ,所 以 任何 
其 他 的 特征 向 量 必 定 与 之 正 交 , 即 应 满足 条 件 
x "| ? x =0 
0 


由 于 X 是 一 个 元 素 为 同一 常数 的 向 量 ,上 式 的 结果 为 
mxXi 二 +m;X, 一 0 
根据 同步 运动 解 ,上 式 也 可 以 写成 
mz 二 mz: 一 0 
这 一 式 子 的 物理 意义 是 : 半 正 定 系 统 在 作 这 样 的 自由 
振动 时 ,其 总 动量 守恒 且 恒 为 零 。 所 以 这 种 刚体 振 型 
的 正 交 性 相当 于 动量 守恒 。 
例 5.4-2 图 5.4-2 所 示 系 统 ,三 圆 盘 的 转动 惯量 图 5 4? 
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分 别 ,1 和 1; ,其 闻 两 段 轴 的 抗 扭 刚度 分 别 为 和 &;, 求 系统 的 第 一 阶 固有 频率 及 固有 
振 型 ,并 加 以 讨论 。 
解 : 系统 的 动能 为 


工 一 Se 十 五 各 十 天 肌 ) 一 本 6716 


式 中 转动 惯量 矩阵 为 
I 0 0 
1= [ I 1 
0 0 
系统 的 势能 为 


U = 3k (0 —0)* +hk (0 —0.)]— 0"K0 
式 中 刚度 和 矩阵 为 
hh -kh 0 
K= | 一 名 十 k -| 
0 kp kk 
代入 拉 格 朗 日 方程 可 得 自由 振动 的 方程 为 
T1001 二 RO —ki0, =0 





TL.0,— kiO kk)0 一 有 2 一 0 
TD 一 已 0 + ks0; = 0 


写成 矩阵 形式 为 
18+K=0 
设 同步 运动 解 为 
0 = Of (1) 
式 中 f(?) 为 简 谐 函数 ,将 上 式 代入 运动 微分 方程 得 特征 值 问 题 为 
w IO 一 了 GO 
系统 的 特征 方程 为 





oo [0 
固有 振 型 的 相对 幅 值 为 








系统 的 第 一 阶 固 有 频率 和 相应 的 固有 振 型 由 上 面 两 式 可 得 
w=0, 6@ =[1 1 1] 
系统 按 此 振 型 振动 时 ,各 圆 盘 的 扭 角 都 相同 ,各 圆 盘 之 间 不 产生 相对 扭 角 ,整个 系统 以 相 





第 5 章 ， 多 自由 度 条 统 的 振动 129 | 


同 的 角 位 移 转动 ,也 就 是 刚体 运动 。 所 以 一 个 不 完全 约束 系统 的 一 般 运 动 是 在 刚体 运动 
上 艾 加 弹性 振 型 的 组 合 运动 。 需 要 再 次 指出 的 是 .对 于 一 个 半 正 定 系统 ,至 少 有 一 个 零 特 
征 值 ,相应 的 固有 振 型 为 刚体 振 型 。 但 是 ,不 能 依据 问 有 振 型 各 元 素 相等 来 定义 零 加 有 频 
率 , 实 际 上 ,有 些 正定 系统 的 固有 振 型 各 元 素 相等 ,但 并 不 存在 零 固有 频率 。 

因为 零 加 有 频率 和 相应 的 刚体 振 型 是 特征 值 问题 的 一 个 解 ,所 以 任何 其 他 的 特征 向 
量 必 与 其 正 交 , 即 应 满足 条 件 





8"'10=0 
上 式 的 结果 为 
TO. 二 +18,+10,=0 
根据 同步 运动 的 解 , 并 求 导 可 得 
Lot+Il6, + 1,6 =0 
上 式 的 物理 意义 是 ; 与 弹性 运动 相关 的 系统 的 动量 矩 等 于 零 。 于 是 得 出 ,这 种 刚体 振 型 
的 正 交 性 相当 于 动量 矩 守恒 。 

另 一 方面 , 半 正 定 系统 的 刚度 矩阵 是 奇异 矩阵 ,也 就 是 说 其 不 存在 道 矩阵 ,这 一 点 由 
刚度 矩阵 的 系数 行列 式 detK 等 于 零 显 然 可 见 。 为 了 克服 系统 刚度 矩阵 的 奇异 性 ,必须 限 
制 刚体 运动 ,消除 刚体 振 型 。 为 此 ,希望 能 够 将 一 个 不 完全 约束 系统 的 特征 值 问题 变 换 成 
为 一 个 仅仅 寻求 弹性 振 型 的 问题 。 这 样 就 可 以 利用 刚体 振 型 与 其 他 阶 固 有 振 型 (弹性 振 
型 ?的 正 交 性 条 件 所 建立 起 来 的 守恒 方程 (动量 或 动量 抢 守 恒 ) 加 以 约束 处 理 。 如 以 三 圆 
盘 系 统 为 例 , 有 

0 二 10 二 10 一 0 





得 
TT, _E 
TT 
这 样 , 受 约束 向 量 0, 与 响应 向 量 9 之 间 的 关系 表示 为 
gy 1 0 om 1 0 
0 1 0 0 1 Ir 
«| - I I |- I I |] 
2 i 2 
人 r ITs Ts 0 0; 了 I 
对 于 角速度 6(i=1,2,3) 也 存在 类 似 的 结果 ,所 以 
0=r06, b=r6 (5. 4-3) 
这 里 
1 0 
0 1 
r= 二 
I 开 
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起 一 个 约束 和 矩阵 的 作用 。 注 意 到 ,虽然 受 约束 向 量 9. 和 凡 有 三 个 元 素 , 但 式 (5. 4-3) 中 的 
响应 向 量 只 有 两 个 元 素 。 线 性 变换 式 (5. 4-3) 可 以 用 来 简化 动能 和 势能 ,使 它们 只 含有 
0 和 0, ,依据 动能 和 势能 的 表达 式 , 有 





T= 107160.= Or 一 工 brrb (5.4-4) 
2 2 2 
U 一 3 0 ,KO,= Or — 0K’0 (5.4-5) 
式 中 
Tl 了 I? III 
r= 1 142 | 
LE Tl Ils 


pp | ki113 + kT? — kli+kl(l,+1) ] 
一 JITRKr 一 二 
BEB+tkDh(ltI) Chk tk T(t21) 
这 里 和 KK 均 为 2X2 阶 对 称 正定 矩阵 。 
经 过 变换 之 后 ,系统 的 特征 值 问题 成 为 
az 了 日 一 KG (5.4-6) 
它 具有 正定 系统 的 一 切 特 性 。 它 的 解 由 固有 频率 ww 和 ws 以 及 相应 的 固有 振 型 @@ 和 
”组 成 。 考 虑 到 变换 关系 式 (5. 4-3) ,有 
Brem，B@62=r@2 (5.4-7) 
式 中 , 受 约 束 振 型 @@ 和 @2 中 的 元 素 自 动 满足 由 正 交 条 件 得 出 的 结果 
1 十 19: 二 19 一 0。 显 然 , 式 (5.4-7) 只 表示 弹性 振 型 。 
例 5.4-3 考虑 图 5. 4-2 所 示 的 系统 , 设 记 一 包 一 R 厂 三 天 三 六 三 也 求 系统 的 固有 振 型 。 
解 : 固有 振 型 可 以 通过 解 特 征 问 题 式 (5. 4-6) 得 到 ,而 式 (5.4-6) 中 的 了 和 K 根据 已 
知 条 件 可 以 得 出 


r= Hs ,= 中 | KK = Bs, “= | 
~ ILF 2rjd Ll1 2 Pig S57?J [1 5 


显然 天 是非 奇异 矩阵 ,因为 它 的 行列 式 不 等 于 零 。 








特征 值 问 题 为 
KO@=wI0O 
特征 方程 为 
(Rk—wI)(3k—wI)=0 
解 得 固有 频率 为 





_ /Ek _ /3k 
wl Fa 2 I 


相应 的 固有 振 型 为 
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8 = ,| 8@'”= 人 
0 一 ] 


这 样 ,对 应 于 弹性 振 型 的 受 约束 特征 向 量 为 


Fl oo， FF 1 0 1 

@i 1 
es) ie -| | 
Les od | 

















一 1 一 也 一 1 一 1 1 

Fl 0 Ta ol 0.5 
机 6P2 1 0.5]_ | ， 
ef7-| 0 le 1P=|- 

[一 1 一 蕊 一 1 一 了 5 








如 果 把 零 固有 频率 和 刚体 振 型 记 为 wo。 和 @ ” , 则 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 为 


1 1 0.5 
k 

中 wl 一 闻 ， 8@' "= ， (02 一 子 ， 四 全 一 -| 

1 —1 


5.5 系统 对 初始 条 件 的 响应 : 振 型 合 加 法 


w=0, @"= 








系统 自由 振动 的 微分 方程 是 个 二 阶 的 常 微分 方程 组 ,其 矩阵 形式 为 
My (1D)+Kg(t)=0 (5.5-1) 
式 中 q(2) 为 广义 坐标 g (5 Gi 二 1,2,…,n) 的 向 量 。 如 果 给 定 2n 个 初始 条 件 ( 即 初始 位 移 
向 量 gq(0) 二 go。 和 初始 速度 向 量 4 (0) 一 4。), 就 完全 确定 了 方程 的 一 组 特 解 ,这 组 特 解 就 
是 系统 对 初始 条 件 的 响应 。 数 学 上 称 这 类 问题 为 微分 方程 组 的 初 值 问题 。 
一 般 来 说 , 式 (5.5-1) 是 耦合 (弹性 耦合 或 惯性 耦合 方程 ,在 给 定 2n 个 初始 条 件 下 ， 
要 求解 联 立 方程 组 。 显 然 理想 的 情况 是 把 方程 解 耦 ,使 每 一 个 方程 中 只 有 一 个 待 求 的 坐 
标 , 方 程 之 间 无 耦合 ,如 同 单 自 由 度 系统 一 样 ,每 个 方程 可 以 独立 求解 。 前 面 已 经 阑 述 了 
方程 的 耦合 不 是 系统 本 身 固有 的 属性 ,而 是 由 坐标 系 的 选择 所 决定 的 。 借 助 于 固有 振 型 
或 正则 振 型 进行 坐标 变换 ,就 可 以 找到 使 方程 解 耦 的 一 组 广义 坐标 ,避免 求解 联 立 方程 ， 
这 就 是 振 型 琶 加 法 的 长 处 。 解 方程 (5. 5-1) 的 特征 值 问题 , 求 得 系统 的 振 型 矩阵 wu, 取 u 
为 坐标 变换 矩阵 ,可 以 将 方程 (5. 5-1) 解 看 。 令 
q(t) = ué (1) (5.5-2) 
称 (2) 为 固有 坐标 向 量 。 将 式 (5.5-2) 代 入 方程 (5. 5-1) 后 ,并 用 wr 左 乘 方程 两 边 , 由 正 
交 人 性 得 解 耦 的 方程 为 


ME (CD 二 KECG) 一 0 (5.5-3) 
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式 中 M, 为 模 态 质量 矩阵 ,K, 为 模 态 刚度 矩阵 ,它们 都 是 对 角 和 矩阵 。 
若 取 正则 振 型 矩阵 z 为 坐标 变换 矩阵 ,有 
q(t) = un (2) (5.5-4) 
称 ? (1) 为 正则 坐标 向 量 。 同 样 将 式 (5.5-4) 代 入 方程 (5. 5-1) 后 ,并 用 正则 振 型 矩阵 的 转 
置 ww 左 乘 方程 两 边 , 由 正 交 性 条 件 得 解 看 方程 为 
7(C) 十 Ah7 CD 一 0 (5.5-5) 
式 中 ww Mu 一 了 为 单位 矩阵 ,w Ku 二 A 为 对 角 元 素 是 各 阶 固有 频率 平方 的 对 角 和 矩阵 。 可 
见 , 正 则 坐标 下 的 运动 方程 具有 单位 模 态 质 最 矩阵 和 由 n 阶 因 有 频率 平方 组 成 的 模 态 刚 
度 矩 阵 。 
把 方程 (5.5-5) 写 成 分 量 的 形式 为 
YD 十 oO 一 0 Cr 一 1 2 .70) (5.5-6) 
由 此 可 见 , 由 固有 坐标 和 正则 坐标 表达 的 运动 微分 方程 (5. 5-3) 和 (5. 5-5) 在 形式 上 与 单 
自由 度 系统 是 一 样 的 ,所 以 应 有 与 无 阻尼 单 自由 度 系 统 自由 振动 方程 相 类 似 的 解 , 即 


WD) = pcoswtt Tsinwt (r= 1,2,,n) (5.5-7) 
CU 


式 中 ,po 入 nw(r 二 1,2,…,n) 为 正则 坐标 的 初始 位 移 和 初始 速度 , 它 由 给 定 原 坐标 的 初 
始 条 件 q(0)=gqo, 和 gq (0)= go 来 确定 。 由 式 (5. 5-4) 得 


7(t) =u'gd) (5.5-8) 
为 了 避免 求 道 矩阵 的 繁琐 运算 ,可 以 在 方程 (5.5-4) 两 边 同 时 左 乘 wTM, 有 
了 (CD = uw Mg) (5.5-9) 
这 里 必须 注意 的 是 u 为 正则 振 型 矩阵 。 这 样 正则 坐标 向 量 的 初始 条 件 为 
= uMgo, 17o= uw Mgo (5.5-10) 
所 以 正则 坐标 的 初始 位 移 7?1w 和 初始 速度 7 可 以 表示 为 
ou" Mgo, jo=u" Mado (r= 1,2,°,n) (5.5-11) 


由 式 (5.5-4) 求 出 原 坐 标 gq(1) 的 普遍 表达 式 为 
q(1)= uy (1) = Shur nl 二 Du (pcos or 十 2esin wt ) 
r=1 = Wr 


1 nol 


= Du® |u®" Mgocos wt + ~ Mgosin wz | (5. 5-12) 
rl 


上 式 表 达 了 系统 对 初始 位 移 向 量 g。 和 初始 速 度 向 量 46 的 响应 ,是 由 个 简 谐 运动 琶 加 
而 成 的 。 

上 述 求 响应 的 方法 是 采用 振 型 抢 阵 作为 坐标 变换 矩阵 ,将 原 广义 坐标 下 耦合 的 运动 
微分 方程 变换 为 固有 坐标 或 正则 坐标 表示 的 相互 独立 的 运动 微分 方程 ,因此 广义 坐标 的 
响应 是 固有 坐标 或 正则 华 标 表示 的 各 阶 固 有 振 型 的 线性 组 合 ,这 种 方法 称 为 振 型 到 加 法 ， 
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其 理论 基础 为 展开 定理 。 

例 5.5-1 考虑 图 5. 5-1 所 示 的 两 自由 度 系 统 。 
若 给 定 初 始 条 件 o (0) 一 g; (0) 一 0,d， (0) 一 mm， 
gz(0) 二 0, 求 系统 的 响应 

解 : 系统 的 运 动 微分 方程 为 

midi1 十 (ki 十 ks)qi— ksqs 一 0 
mags — kzqit+ (ks ks)g 一 0 











写成 矩阵 形式 为 
Mi + Kg = 
式 中 
fm 0 m 0 ki 十; k; 2k — 上 上 
M= | = ['‘ 2 = ,上 | | 
特征 值 问 题 为 
Ku = w Mu 
特征 方程 为 
I 一 上 ， 
A(o )= ， |= 2m’w! — 6kmw’ 二 3k: 一 0 
—k 2k— 2w m 
求 得 固有 频率 为 


3 1 3( 和 
一 ] 一 一 二 1 十 启 二 一 
wl 本 2( 方 凡 一 0.796 226 >( = 1.538 188 


为 了 求 出 固有 振 型 ,把 固有 频 5 末代 入 特征 值 问题 有 
(2k— wm)u"— ku 二 0 


, (r= 1,2) 
— kui” TT (2k— 2wim us = 0 
解 得 固有 振 型 为 
[2 0 | , | 1.000 | 
un 一 ， ze 一 
1.366 025 一 0.366 025 


为 了 确定 系统 对 初始 条 件 的 响应 ,还 需 把 振 型 向 量 正则 化 。 为 此 ,假定 正则 化 振 型 向 量具 
有 如 下 形式 ， 
,fF1.000 000 本 1. 000 000 
“ [i 366 02s " [| 0. 366 026 | 
式 中 a; 和 as 为 待定 常数 。 事 实 上 ,根据 正则 化 方法 ,有 
1. 000 000 0 1r1.000 000 
][ 2 


PDT 一 o | 
1. 366 025 1. 366 025 


|= 4.732 049ma? = 1 


2m 











1. 000 0001rrm 0 1. 000 000 
2 Mau’? 一 | | 下 和 = 1. 267 949ma? 一 1 





一 0.366 025 2m JL— 0. 366 025 
得 到 常数 
a = 0.459701， ,0.888074 
Vm Vm 
由 此 得 正则 化 振 型 为 


1 [0] i 1 0. 908 074] 
UU 二 一 ， UU ”三 一 一 
Vm LO0. 627 963 Vm t:— 0.325 057 
多 自由 度 系统 对 于 初始 条 件 的 一 般 响应 由 方程 (5.5-12) 给 出 ,根据 本 题 的 初始 条 件 
dl(C0) 一 o (0) 一 0,01(00) 一 90 一 0， 响应 为 


1 。 ， 
q(t) = Du [a " Mgo sin ot | 
其 中 


0. 459 701 0 
Lu TMg, = 1 ] | ” | | 1* 上 = 0. 577 350 2 
cn 0.796 226 VEIm vV 页 [0.627963] LO 2mjL0 VE 


0. 888 074 0 

Lu "Mg = 1 1 | | | 11*|= 0. 577 350 2 
oo 1.538 188 VE/m vV 页 [0.325057」 LO 2mJL0 VE 
于 是 ,得 其 响应 为 


1 0. 459 701 ， mvuo . k 
Qi) 一 一 一 0. 577 350 sin 0.796 226 /一 上 
Vm LO0. 627 693 VE m 
1 0.888 074 
十 一 一 0 325 057 0.577 350 2 -证 sin1 538 188 
Am LU. 
0. 265 408 
二 | | [Tv sin 0.796 226 /®t 
0.362 555 k k 
0.5127301 历 
十 _0 187 672 Eosinl. 538 188 


5.6 ”影响 系数 














如 前 所 述 ,许多 工程 结构 可 以 简化 为 多 个 质量 和 弹簧 组 成 的 离散 线性 系统 ,研究 这 种 
系统 的 运动 时 ,不 仅 要 知道 系统 的 质量 特性 ,而 且 要 知道 系统 的 刚度 特性 ,这 些 特 性 以 影 
响 系数 的 形式 包含 在 运动 微分 方程 之 中 。 事 实 上 ,刚度 系数 应 该 更 恰当 地 称 为 刚度 影响 
系数 ,而 与 之 相对 应 的 为 柔 度 影响 系数 。 可 以 预计 ,这 两 类 影响 系数 是 密切 相关 的 ,因为 
它们 都 用 来 描述 系统 在 力作 用 下 的 变形 情况 。 
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考虑 一 个 简单 的 离散 系统 ,如 图 5. 6-1 所 示 。 这 个 系统 由 7 个 质点 m; (i 二 1,2,…， 
n) 组 成 , 当 平衡 时 ,各 质点 m; 的 坐标 为 + 二 x;。 设 在 每 一 个 质点 mm 上 分 别 作用 有 力 F;， 
产生 相应 的 位 移 由 (一 1,2,…,2)7。 下 面 用 柔 度 影响 系数 和 刚度 影响 系数 来 建立 作用 于 
系统 上 的 力 和 由 此 产生 的 位 移 之 间 的 关系 。 











Fi 站 一 广 
we 


| -一 | wl) 








图 5.6-1 


1. 柔 度 影响 系数 (或 柔 度 系数 ) 


柔 度 系 数 ao 的 定义 为 : 由 施加 在 x 二 x; 处 的 单位 力 二 1 所 引起 的 x 二 x; 处 的 位 移 。 
一 个 n 自由 度 系统 共有 nn 个 广义 坐标 ,对 应 着 个 位 移 , 所 以 有 nXn 个 柔 度 系 数 a; 
(i,j 二 1,2,…,n) ,组 成 柔 度 矩阵 
A=[a;] (i,j = 1,2,.…,n) (5.6-1) 
由 于 系统 是 线性 的 ,位 移 与 作用 力 成 正比 ,所 以 当 x==x) 点 施加 任意 大 小 的 力 下 ; 时 ， 
在 x 二 zx; 点 引起 的 位 移 为 ayFEi。 由 要 加 原理 ,把 每 个 力 所 引 起 的 位 移 简 单 地 加 起 来 就 可 
得 到 由 所 有 的 力 (二 1,2,…,n) 引 起 的 在 x 二 x; 处 的 位 移 wu;, 即 


ui 一 Ya,F, (5.6-2) 
写成 矩阵 形式 为 


u = AF (5.6-3) 
上 式 为 用 和 柔 度 和 矩阵 表示 的 位 移 方程 。 


2. 刚度 影响 系数 (或 刚度 系数 ) 

刚度 系数 局 的 定义 为 : 仅 在 x 二 x; 处 产生 一 个 单位 位 移 wj 二 1, 而 在 xz 关 zx; 的 所 有 
其 他 各 点 的 位 移 为 零 时 ,在 z==x; 处 所 需 施加 的 力 。 

一 个 n 自由 度 系统 有 nn 个 广义 坐标 ,对 应 着 n 个 单位 位 移 , 而 每 个 单位 位 移 对 应 着 ? 
个 刚度 系数 ,所 以 有 nXn 个 刚度 系数 &; ,组 成 刚度 矩阵 

K=[k;] (i,j = 1,2,.,n) (5. 6-4) 

当 在 z 一 2 点 产生 任意 大 小 的 位 移 zi 时 ,在 x==zi 点 需 加 的 力 应 为 kju;。 那 么 在 

Zz 关 ZXj 点 也 产生 任意 大 小 的 位 移 时 , 则 在 z=x; 点 应 加 的 力 由 从 加 原理 得 


F; = Dksu; (5.6-5) 
了 一 1 
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写成 矩阵 形式 为 


me- 
|| 
人 


‘5.6-6) 
上 式 为 用 刚度 矩阵 表示 的 力 方程 。 
3. 刚度 系数 和 和 柔 度 系数 的 关系 


对 于 仅 具 有 一 个 弹 得 的 单 自 由 度 系统 ,刚度 系数 和 有 柔 度 系数 互 为 倒数 。 对 于 多 自由 
度 系 统 , 在 普遍 的 意义 上 ,可 以 得 到 同样 的 结论 。 由 方程 (5. 6-3) 和 (5. 6-6) 得 


4K 一 了 (5.6-7) 
式 中 I 为 n Xn 阶 单位 矩阵 。 方 程 (5. 6-7) 意 味 着 
A=K”"', K=A' (5.6-8) 


即 柔 度 和 矩阵 和 刚度 矩阵 是 互 逆 的 。 但 是 对 于 半 正 定 系 统 , 刚 度 矩 阵 K 是 奇异 矩阵 ,因此 
不 能 由 半 正 定 系统 的 刚度 矩阵 kK 求 道 得 到 柔 度 和 矩阵 和 4。 在 物理 意义 上 ,说 明 任 意 半 正 定 
系统 在 其 上 某 一 点 加 以 单位 力 后 ,通常 系统 将 无 法 维持 平衡 而 产生 刚体 运动 ,因此 和 柔 度 系 
数 和 和 柔 度 和 矩阵 4 没有 意义 。 所 以 半 正 定 系 统 只 能 用 刚度 矩阵 K 来 建立 振动 微分 方程 式 ， 
而 用 柔 度 矩阵 4 建立 运动 微分 方程 式 的 方法 ,只 能 对 正定 系统 才能 使 用 。 

例 5.6-1 考虑 图 5.6-2(a) 所 示 的 三 自由 度 系 统 , 根 据 定义 计算 其 柔 度 和 矩阵 和 刚度 
矩阵 。 

解 : 为 了 计算 柔 度 系数 a; ,可 分 别 以 图 5. 6-2(b),(c),(d) 所 示 的 顺序 施加 单位 力 
F,=1(j=1, 2, 3)。 

令 下 二 1,F, 二 下 二 0, 如 图 5.6-2(b) 所 示 。 质 量 mi 的 位 移 为 

ail 一 2 一 1/R， 
由 于 其 余 质量 mm; ,ms 不 受 力 , 因 此 产生 与 m 相同 的 位 移 , 即 有 
azl 一 to 一 = 1/k, as U3 Us Ul 1/k 

令 Fi 二 1,F 二 Fi 二 0, 如 图 5.6-2(c) 所 示 。 质 量 mz 受 ,ks 两 个 串联 弹簧 的 作用 ， 

于 是 质量 ms 的 位 移 为 











az = uo—= 1/k+1/k; 

质量 ms 与 质量 mz 具有 相同 的 位 移 , 即 

as 一 ta 一 to 一 1/A 十 1/Rs 
而 质量 mm; 的 位 移 为 

ai uu™— 1/k 
令 所 二 1, 下 一 Fs 一 0, 如 图 5.6-2(d) 所 示 。 同 理 有 质量 ms 的 位 移 为 

as = us = 1/ki1l/k+1/k; 

而 质量 ”> 和 质量 ma 的 位 移 分 别 为 
azs = us l/hk+l/k, as™—u = 1/k 

则 系统 的 柔 度 矩阵 为 
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图 5.6 
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可 见 柔 度 和 矩阵 4 是 对 称 和 矩阵 。 
刚度 系数 局 可 以 从 图 5.6-2(e),(f),(g) 得 到 。 这 里 的 系数 即 为 所 表示 的 力 , 当 力 的 
方向 与 单位 位 移 相 反 时 要 取 负 号 。 
令 质 量 m 产生 单位 位 移 wu 三 1, 同 时 令 质量 mx 和 质量 ms 的 位 移 为 零 , 如 图 5. 6-2(e) 
所 示 。 可 得 出 ,让 二 一 kl 和 下: 一 一 ,而且 由 静 力 平衡 条 件 ,必须 有 Fi 十 Fl 十 Fs 二 0, 得 
出 施加 在 质量 mm ,zzz ,ms 上 的 力 ki ,kz yes 分 别 为 
ki=F= ki+k, k= FF,=—k,, k= F=0 
这 里 Au 为 正 值 ,表示 施加 在 质量 mx， 上 的 力 与 单位 位 移 wi 二 1 的 方向 一 致 ;kzi 为 负 值 , 表 
示 施 加 在 质量 m; 上 的 力 与 单位 位 移 wu 的 方向 相反 ,这 样 才能 保持 质量 m; 的 位 移 为 零 ; 
ksi 二 0, 表示 质量 ms 保持 原来 的 位 置 不 动 时 并 不 需要 施加 力 。 
令 质 量 ms 产生 单位 位 移 心 二 1, 同 时 令 质量 mx: 和 质量 ms 的 位 移 为 零 , 如 图 5. 6-2(f) 
所 示 。 设 在 质量 ma ,ms ,ms 上 施加 的 力 分 别 为 kis ,Razz Ra， 有 
kis = Fl 一 一 如， kz = FF = ktks, ks = Fs =— ks 
令 质 量 ms 产生 单位 位 移 wu 二 1, 同 时 令 质 量 m 和 质量 ms 的 位 移 为 零 , 如 图 5. 6-2(8g) 
所 示 。 设 在 质量 mm ,ras ,zzs 上 施加 的 力 分 别 为 kis ,kz3 ,kss,， 有 
Ra 一 开 一 0， kz = F,=—ks, ks = Fs = ks 
则 系统 的 刚度 矩 阵 为 





站 二 — kz k; 十 有 3 一 到; 


0 ks ks 





Ri 十 &, — k; 0 


如 前 所 述 ,刚度 和 矩阵 K 为 对 称 矩 阵 。 

应 用 矩阵 代数 理论 ,不 难 证 明和 柔 度 和 矩阵 4 和 刚度 矩阵 天 是 互 道 的 。 

例 5.6-2 设 有 集中 质量 mm 和 ms 以 及 长 为 4 和 4; 的 无 重 刚 杆 所 构成 的 复合 摆 , 如 
图 5.6-3(a) 所 示 。 假 定 摆 在 其 铅 垂 稳定 平衡 位 置 附近 作 微 幅 振动 。 取 质量 m 和 mz 的 
水 平 位 移 wu 和 xz 作为 坐标 , 求 系统 的 和 柔 度 矩阵 和 刚度 矩阵 。 

解 : 先 仅 在 质量 mw 上 作用 一 单位 水 平 力 , 如 图 5.6-3(b) 所 示 。 由 静 力 平衡 条 件 得 


dil 一 CC21， le = mtm)g* an 


因而 有 





一 忆 
dll C21 Cm 二 mi)g 


再 仅 在 m; 上 作用 一 单位 水 平 力 , 如 图 5.6-3(c) 所 示 。 由 静 力 平衡 条 件 可 得 
lo (Ti)= mg* arz+mg" dz, 1，5 = mg* (a 一 Qiz) 
因而 有 


A ll lz 


a 一 人 人， a 一 
1 (7 十 az ) 8 2 (m1 十 m2 )g 7228 
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(a) 








故 系统 的 和 柔 度 和 矩阵 为 
ll ll 
1 | za 十 mz mi 十 mz 
A 二 一 
8 ll li 十 Ls 





mm 二 m2 mi 十 m2 m2 
先 令 志 二 1,us 二 0, 如 图 5.6-3(d) 所 示 。 由 静 力 平衡 条 件 得 
kn e+kae Ct)—mg*.l1=0, mg*l1+thk .l= 
于 是 有 





Ri 一 (= i 十 天 a, kz 一 一 28 
2 


ll Ls 
再 令 询 二 0,w 二 1, 如 图 5.6-3(e) 所 示 。 由 静 力 平衡 条 件 得 
ki ett ka * (ll)— mg* l= 0, ks * ls— mg* l=0 











于 是 有 

ki2 Te, kz2 一 7 

故 系 统 的 刚度 矩阵 为 
Mm 十 m2 m2 m2 
ll Ls {2 

K=g 
m2 2 
Ls ls 


事实 上 ,在 线性 弹性 系统 中 ,必然 有 a 一 ar ,kj 二 kj， 所 以 柔 度 矩 阵 和 刚度 矩阵 是 对 
称 和 矩阵 。 
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5.7 矩阵 迭代 法 


求解 振动 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 是 振动 分 析 的 主要 内 容 之 一 。 随 着 系统 月 由 度 
数目 的 增加 ,采用 近似 解 ,借助 于 计算 机 进行 计算 是 振动 分 析 的 有 效 途 径 。 近 似 方 法 有 很 
多 ,这 里 介绍 求解 特征 值 问 题 的 矩阵 迭代 法 。 

把 特征 值 问题 写成 如 下 形式 ; 


AM 一 \ 环 一 0， A= 


用 天 -=4 左 乘 方程 (5.7-1) ,特征 值 问 题 变 为 
(CD 一 MD =0 (5.7-2) 
式 中 了 = 天 M 一 4M 称 为 动力 和 矩阵, 一般 来 说 ,D 是 不 对 称 的 ;I 为 单位 矩阵 。 
如 果 wu 表示 对 应 于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ,那么 特征 值 问题 的 个 解 可 以 写成 

Da” =Au", N= C= 1,2,,n) (5.7-3) 
用 线性 变换 的 语言 给 解 (5.7-3) 一 个 有 意义 的 解释 ,认为 动力 矩阵 了 是 一 种 线性 变换 , 它 
变换 任 一 特征 向 量 w ”为 常数 标量 乘 子 4A, 二 1/w: 乘 上 z” 自身 。 另 一 方面 ,如 果 用 也 左 
乘除 了 特征 向 量 以 外 的 任何 向 量 wi ,将 变 成 另 一 个 向 量 ww ,一 般 说 来 , 它 不 同 于 w 。 根 
据 展 开 定 理 , 有 


工 (5.7-1) 
ww 


wi 一 CD 十 Ce 十 … 十 CU 一 CH (5.7-4) 
r=1 
式 中 C, 为 常 系数 , 它 决定 于 基 wu” 和 向 量 w;。 用 DD 左 乘 wi ,考虑 到 方程 (5.7-3) ,有 
w = Dw = DCDu® = Ca = PC, Tu (5.7-5) 
r=1 rel r=1 1 


可 以 看 到 ,在 w 中 ,特征 向 量 &” 与 常数 C, 相 乘 , 而 在 向 量 w 中 的 特征 向 量 w” 则 与 常 
数 CC 人 AD) 相 乘 。 由 于 问题 是 齐 次 的 ,所 以 在 式 (5.7-5) 的 级 数 中 ,常数 乘 子 A 是 不 重 
要 的 ,可 以 略 去 不 计 。 对 于 .二 1/wi ,已 经 约定 了 其 排列 次 序 为 


机 宇 本 之 之 (5.7-6) 
此 处 只 限于 讨论 不 同 特征 值 的 情况 ,所 以 有 
全 ja (5.7-7) 


因此 ,<1(Cr 一 2,3, 2) ,而 且 比 值 4,/4, 随 着 7 的 增加 而 减 小 ,这 也 就 使 w 中 较 高 
阶 振 型 的 参与 量 趋 于 减 小 。 因 此 ,如 果 把 w 看 作 一 个 用 来 求 得 振 型 向 量 uw 的 试 算 向 
量 , 那 么 w; 必定 可 以 认为 是 一 个 改善 了 的 试 算 向 量 , 将 ww 作为 一 个 新 的 试 算 向 量 重复 前 
面 的 过 程 , 进 行 第 二 次 迭代 , 即 
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上 2 
w; = Dw, = D’w > CADu®™ 一 和 >，C， (全 u'”™ (5.7-8) 
r=1 r=1 1 


显然 ,ws 对 u 来 说 是 较 w 更 好 的 试 算 向 量 。 随 着 迭代 次 数 的 增加 ,在 试 算 向 量 中 ,第 一 
阶 振 型 所 占 的 比例 越 来 越 大 。 这 样 ,重复 地 把 新 得 到 的 向 量 左 乘 动力 矩阵 也 ,就 能 建立 一 
个 收敛 于 第 一 特征 值 和 特征 向 量 的 迭代 过 程 。 一 般 情况 下 ,有 





2 
w, = Dw = D’-iw, = Af Dc,(~) km (5.7-9) 
rl 1 
只 要 整数 p 足够 大 ,级 数 (5.7-9) 中 的 第 一 项 就 成 为 主要 的 一 项 , 即 
. 1 . /AL 、 
lim 和 ws 一 im (车 ) u'” = Cu (5.7-10) 
因此 式 (5.7-9) 可 以 近似 地 表示 为 
w, = ACT (5.7-11) 
同样 有 
wi = A Cu (5.7-12) 


当 满 足 精 度 要 求 时 ,w,-1 或 w 都 可 以 视 为 特征 向 量 u'” ,因而 满足 方程 (5.7-3)。 在 这 一 
点 上 ,ws-: 和 ws 互 成 比例 ,比例 常数 是 X44 二 1/wi。 于 是 ,最 低 的 固有 频率 为 


lim Si! = oo (5.7-13) 


式 中 的 wp 和 分 别 为 向 量 w ;或 w, 第 i 行 中 的 元 素 。 虽 然 在 式 (5.7-10) 和 
式 (5.7-13) 中 令 户 趋 于 无 穷 大 ,但 实际 上 ,只 要 迭代 有 限 次 就 足以 达到 所 要 求 的 精确 度 。 

可 以 看 到 ,迭代 过 程 的 收敛 速度 取决 于 比值 (MD (Cr 一 2,3,……2) 以 多 快 的 速度 
趋 于 零 。 有 两 个 重要 因素 将 影响 达到 满意 的 精度 时 所 需要 的 迭代 次 数 。 第 一 个 因素 决定 
于 系统 的 本 身 ,特别 是 取决 于 和 i 比 Ai 大 多 少 。 显然,A1 较 h2 越 大 ,特征 向 量 u 与 ua 分 
离 得 就 越 快 , 即 收敛 所 需 的 迁 代 次 数 相对 要 少 。 第 二 个 因素 取决 于 分 析 者 的 技巧 和 经 验 ， 
因为 第 一 个 试 算 向 量 越 接近 于 第 一 振 型 向 量 wu ,收敛 就 越 快 ,和 迭代 次 数 就 越 少 。 一 般 来 
说 ,对 于 一 个 给 定 的 系统 ,根据 实际 情况 总 是 可 以 找到 一 些 选择 第 一 试 算 向 量 的 线索 。 在 
某 些 情况 下 ,由 系统 的 性 质 可 以 粗略 地 推测 第 一 振 型 中 各 质量 位 移 的 比值 关系 。 

这 种 迭代 法 有 一 个 最 大 的 优点 ,就 是 能 “防止 误差 ”。 就 是 说 ,如 果 在 某 一 步 迭 代 时 有 
了 误差 ,只 是 意味 着 将 以 一 个 新 的 试 算 向 量 开 始 重新 迭代 ,这 样 很 可 能 迟缓 了 收敛 ,但 决 
不 会 破坏 收敛 。 一 般 来 说 ,只 要 动力 矩阵 D 是 正确 的 ,不 管 第 一 个 试 算 向 量 如 何 粗 劣 , 收 
敛 总 是 可 以 实现 的 ,人 迭代 过 程 就 能 防止 误差 。 

应 用 和 矩阵 迭代 法 如 何 获 得 更 高 阶 的 振 型 ,是 工程 实际 中 经 常 遇 到 的 问题 。 从 前 面 的 
讨论 可 以 看 出 ,如 果 在 任意 选取 的 试 算 向 量 中 包含 第 一 阶 特征 向 量 w”, 即 Ci 隆 0, 则 和 迭代 
结果 一 定 收敛 于 w2> 。 因 此 ,为 了 求 得 第 二 阶 以 上 的 特征 向 量 ,必须 利用 正 交 条 件 , 消 除 
第 一 阶 特征 向 量 , 这 样 经 过 迭代 将 会 收敛 于 第 二 阶 特征 向 量 。 同 理 , 若 在 试 算 向 量 中 消除 
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前 了- 阶 特征 向 量 , 那 么 迭代 结果 将 得 到 第 十 1 阶 特征 向 量 和 特征 值 。 
假定 和 wu 是 与 动力 矩阵 D 有 关 的 第 一 特征 值 和 特征 向 量 ,而 uw” 是 正则 化 了 的 


正则 向 量 , 满 足 uw” Mu 一 1。 任 选 一 个 试 算 向 量 w ,用 动力 矩阵 D 左 乘 wi ,并 把 第 一 
阶 特征 值 与 特征 向 量 分 离 出 来 ,有 





Dwi 一 Ca 一 > CA (5.7-14) 
r=2 
则 由 式 (5. 3-28) 得 
Ci 一 wwDT AMw (5.7-15) 


将 式 (5.7-15) 代 入 方程 (5.7-14) 得 


Dwi 一 Na Mw = > CA (5.7-16) 
r 一 2 
令 
D2 一 卫 一 Na M (5.7-17) 
所 以 有 
De = > CA (5.7-18) 
r 一 2 


方程 (5.7-18) 的 右边 完全 排除 了 第 一 阶 特征 向 量 。 因 此 可 以 断定 ,任意 试 算 向 量 用 D* 
左 乘 后 ,进行 迭代 运算 ,就 可 以 收敛 到 第 二 阶 特征 向 量 和 特征 值 。 同 样 地 , 若 求 第 三 阶 特 
征 值 和 特征 向 量 ,可 以 取 
De = D2 一 和 ua M (5.7-19) 
于 是 可 以 写 出 普遍 式 为 
De = DA Nu Du VM (s=2,3,..,n) (5.7-20) 

需要 指出 , 当 系 统 有 重 特征 值 时 , 仍 可 用 和 矩阵 迭代 法 依次 求 出 这 个 相等 的 特征 值 和 
对 应 的 n 个 彼此 正 交 的 特征 向 量 ,但 这 种 正 交 的 特征 向 量 组 并 不 是 唯一 的 , 随 着 所 选 试 算 
向 量 的 不 同 , 求 得 的 正 交 特征 向 量 组 的 形式 也 不 同 ,但 这 并 不 妨碍 振 型 琶 加 法 的 理论 分 . 
析 。 另 外 ,由 于 半 正 定 系 统 的 柔 度 矩阵 没有 意义 ,除非 设法 进行 一 些 特殊 处 理 , 消 除 系统 
作 刚 体 运动 的 自由 度 ,否则 不 能 应 用 矩阵 迭代 法 求 半 正 定 系 统 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

例 5.7-1 考虑 图 5.7-1 所 示 的 三 自由 度 系统 ,用 和 矩阵 迭代 法 求 特征 值 和 特征 向 量 。 
解 : 系统 的 质量 矩阵 . 柔 度 矩阵 和 动力 矩阵 为 
1 0 0 1 1 1 
0 1 | 4= 大 |1 2 :| 

1 2 2.5 


0 0 2 
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于 是 特征 值 问题 写成 





任 选 第 一 个 试 算 向 量 


第 一 次 迭代 为 

1 1 2 
1 2 | 2 
1 2 5j13 


将 此 向 量 作为 改善 的 试 算 向 量 作 第 二 次 迁 代 得 到 











0. 450 000 
一 20 ， 850 mm 


1. 000 000 
































FL 1 2] fo.450 000 r0. 461 538] 
1 2 4||0.850 wo |- 7. 150 000 |0. 860 140 
l1 2 5J11.000 000 11. 000 000J 
第 三 次 迭代 得 出 
rl 1 2] [0.461538] F0. 462 512] 
1 2 4||10.860 140| 一 7.181818|0.860 759 
i1 2 5j {11.000000J L1. 000 000j 
在 第 六 次 迭代 以 后 ,认为 达到 精度 要 求 ,迭代 结 束 , 其 收敛 的 结果 为 
1 1 2]10.462 598] [0. 462 598 
| 2 4||0.860 806|= 7.184210 TO 
1 2 5J11.000000] 11. 000 000 
于 是 得 出 
0. 462 598 
A1 =7.184210，wu 一 Ek 860 oe 
1. 000 000 
根据 w*”" Mu" 二 1 将 特征 向 量 正则 化 ,于 是 得 到 第 一 阶 正则 振 型 和 固有 频率 
0. 269 108 
xu 一 -|0.500758|，mw -\ 志 = =0.373087 生 
大 rm ~” 00 一 


为 了 求 得 第 二 阶 固 有 频率 和 振 型 向 量 ,由 式 (5.7-20)( 令 * 一 2) 得 出 矩阵 
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工 
有 (2， 一 万 一 和 DR M 


[Tl] 1 2 0.269 1081 [0. 269 108]1[f1 0 0 
一 |1 2 4| 一 7.184210|10.500758110.500 758 0 1 0 
ll 2 5 0.581731J4 L0.581 731 0 0 2 


「 0.479727 0.031870 一 0.249 355 

=| 0.031870 0.198495 一 0.185 614 

[一 0.124674 一 0.092803 0.137569 

因为 期 望 和 有 一 个 节点 , 取 w 王 (1 1 一 1)" 作为 第 二 阶 振 型 的 第 一 个 试 算 向 量 ,第 二 阶 
振 型 的 第 一 次 迭代 为 





0. 479 727 0.031870 一 0.249 355 1 1. 000 000 
0.031 870 0. 198 495 一 0.185 614 1|= 0.760 952 0.546 656 
一 0.124674 一 0.092 803 0.137 5691 一 1 一 0.466 581 
第 二 次 迭代 得 
[0.479 727 0.031 870 一 0.249 355 1. 000 000] 「 1.000 000 


0.031 870 0. 198 495 一 0.185 614 0.546 656| 王 0.613 493 0. 369 983 
[一 0.124674 一 0.092 803 0. 137 569」 [一 0. 466 581. 0.390 537 
第 14 次 欠 代 得 出 
Tr 0.479 727 0.031 870 一 0.249 355 1. 000 000 1] 「 1.000 000 

0.031 870 0. 198 495 一 0.185 614 0.254 102| 王 0.572771 0. 254 097 

















[0.124674 一 0.092803 0.137569| | 一 0.340 662| [一 0. 340 659 
到 这 里 ,可 以 认为 已 经 收 仿 了 。 第 二 阶 正则 振 型 及 其 固有 频率 为 
0. 878 186 
uD 一 | 0.223144|, w=./* = 1 Vs = 1.321325 /人 
V™ [0.299 162 V0.572771 Y™ 区 


对 于 第 三 阶 振 型 ,同样 由 方程 (5. 7-20)( 令 ;二 3) 得 到 
0.038 000 一 0.080 371 0. 051 602 
DY = D2 — Xiu uu AM 一 | 一 0.080 371 0. 169 975 一 0. 109 142 
0.025 804 一 0.054 567 0. 035 045 
重复 上 述 过 程 , 求 得 第 三 阶 正则 振 型 及 其 固有 频率 为 
0. 395 440 


uw = 1 | 0.836328|, w= /< -= 1 /上 = 2.028509 /4 
Vm Asm V0.243016 Vm m 


0.268 514 
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5.8 瑞 利 商 


在 有 些 情况 下 ,并 不 需要 知道 特征 值 问 题 的 全 部 解 ,而 只 要 估算 系统 的 固有 频率 , 特 
别 是 求 出 基 频 就 足够 了 ,这 种 估算 可 以 用 瑞 利 商 方法 来 实现 。 
设 1 和 ww”(r 二 1,2,…,n) 为 特征 值 间 题 的 全 部 解 , 即 满足 
AMa = Ka®, A = (r= 1,2,n) (5. 8-1) 
(这 里 应 该 注意 ,在 第 5. 7 节 中 ,参数 4, 是 作为 ww 的 倒数 来 定义 的 .) 用 wu” 左 乘 
方程 (5. 8-1) 的 两 边 ,并 用 标量 uw” Mu" 去除. 得 到 
和 (5.8-2) 
u'” Mu®'™” 
式 中 的 分 子 和 分 母 分 别 对 应 所 给 振 型 中 的 与 势能 和 动能 相关 的 量 。 
事实 上 , 当 系 统 按 国有 振 型 a” 作 振动 时 ,其 动能 的 最 大 值 为 





Tau = 到 ou Mao (5. 8-3) 
而 势能 的 最 大 值 为 
Un = Ee ‘Ku®” (5.8-4) 


可 见 , 式 (5.8-2) 的 分 子 刚 好 等 于 2U ;而 分 母 则 与 2T,;. 密 切 相 关 。 理 论 上 , 若 将 精确 的 
固有 振 型 & ”代入 式 (5.8-2) 中 , 则 可 求 出 各 阶 加 有 频率 的 精确 值 ; 实 际 上 ,关于 系统 的 高 
阶 固有 振 型 很 难 作出 合理 的 假设 ,所 以 式 (5.8-2) 往 往 只 有 在 估算 系统 的 基本 固有 频率 
wl 时 才 是 切实 可 行 的 。 

若 用 任 选 的 向 量 ( 或 者 说 假设 的 振 型 向 量 )w 代入 式 (5.8-2) 中 的 固有 振 型 向 量 u”， 
得 到 
w!' Kw 
w' Mw 
式 中 RC(w) 是 一 个 标量 , 称 为 瑞 利 (Rayleigh) 商 , 它 的 值 不 仅 决 定 于 矩阵 M 和 天 ,也 决定 
于 向 量 w。 瑞 利 商 具 有 非常 重要 的 性 质 ,值得 很 好 地 探讨 。 很 清楚 ,如 果 这 个 任意 的 向 量 
w 与 系统 的 某 个 特征 向 量 相 一 致 ,那么 瑞 利 商 就 化 为 相应 的 特征 值 。 

根据 展开 定理 ,把 任意 向 量 w 表示 为 系统 特征 向 量 的 一 个 线性 组 合 , 即 


A=w = R(w) = 





(5.8-5) 


w= > Cu =uC (5. 8-6) 
r 一 1 


式 中 为 振 型 矩阵 ,C 是 由 C, 组 成 的 向 量 。 设 特征 向 量 是 正则 振 型 向 量 , 则 有 
uMu=I (5.8-7) 
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uiKu=A=X (5.8-8) 
式 中 工 为 单位 矩阵 ,A 为 特征 值 构 成 的 对 角 和 矩阵 。 把 方程 (5.8-5) 按 式 (5.8-6) 进 行 变换 ， 
并 考虑 到 式 (5.8-7) 和 式 (5.8-8) 得 到 


AiC? 
CiuKauC _CAC_ 2 


R(w) = 8 
(WwW) = CM ™ CIC (3. 879) 





假设 试 算 向 量 w 与 特征 向 量 w"” 只 有 极 微小 的 差别 , 即 系 数 Ci(i 关 rr) 与 C, 相 比 非常 
小 , 即 


= 一 总 人 1 全 一 12 天 7 (5. 8-10) 
以 C? 去 除 方程 (5.8-9) 的 分 子 和 分 母 得 
十 D1 — 6 Me! 
ROw) = =! Ai 十 >， 一 Ne (5. 8-11) 
i=1 





式 中 8 为 克朗 尼 格 8 符号 ,其 数学 定义 为 
8， = |。 7 (5. 8-12) 
0 (zz 天 rr) 

写成 1 一 6; 就 可 以 从 分 子 和 分 母 的 级 数 中 自动 排除 对 应 于 i 二 + 的 项 。 注 意 到 在 
方程 (5.8-11) 右 边 的 级 数 是 一 个 二 阶 的 微量 。 因 此 ,如 果 试 算 向 量 w 与 特征 向 量 u“” 相 
差 一 阶 微量 。 那 么 , 瑞 利 商 RC(w) 与 特征 值 4, 就 相差 二 阶 微量 。 这 意味 着 瑞 利 商 在 一 个 
特征 向 量 附近 有 平稳 值 。 

瑞 利 商 的 最 重要 特性 还 在 于 它 在 基本 振 型 附近 有 极 小 值 。 如 果 在 方程 (5.8-11) 中 ， 
令 > 一 1 ,得 到 


ROw) = 和 十 >7 Gime (5. 8-13) 
i=1 
在 一 般 情况 下 ;Ai > A (二 23，… ,1) ;可见 
R(w) 之 (5. 8-14) 


式 中 等 号 只 有 当 所 有 的 e;(i 一 1,2,…,n) 都 等 于 零 时 才 成 立 。 因 此 , 瑞 利 商 永 远 不 会 低 于 
第 一 特征 值 ,而 第 一 特征 值 也 就 是 瑞 利 商 所 能 取 
的 极 小 值 。 根 据 这 一 点 ,可 以 说 : 瑞 利 商 的 一 个 实 
际 应 用 就 是 估算 系统 的 基本 频率 。 

例 5.8-1 如 图 5.8-1 所 示 的 三 自由 度 扭 振 
系统 中 ,假设 各 盘 的 转动 惯量 分 别 为 了 二 1 二 卫 ， 
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J 二 27, 而 各 轴 段 的 扭转 刚度 分 别 为 二 ks 二 ,k= 二 2k, 轴 本 身 的 质量 略 去 不 计 。 用 瑞 利 


商 方 法 估算 系统 的 基 频 。 
解 : 系统 的 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 分 别 为 


1 0 0 2 一 1] 0 
0 1 | re 3 -3 
0 0 2 0 一 2 2 


如 果 取 更 变形 模式 作为 假设 振 型 , 即 取 
w= (3 5 5.5)7 
方程 (5. 8-5) 中 的 矩阵 三 重 积 的 值 为 





M= I 





rr 2 一 1 0 3 
wikKw=(3 5 5.5)| 一 1 3 国民 | 
| 0 一 2 2 L5. 5 





rl 0 0 
w' Mw=(3 5 5.5)10 1 ys 
LO0 0 2415.5 


代入 方程 (5. 8-5) 得 到 


w? = Rw) = 13: 8 .0.142 857 和 下， 一 0.377964 [4 


94. 51 I 
而 系统 基 频 的 精确 值 为 


wi = 0.3731 / 守 


用 瑞 利 商 方法 求 得 w 值 与 精确 值 w 的 误差 为 


中 一 al _ 0.377 964 一 0.3731 
四 0. 377 964 


误差 小 于 5% ,这 样 选取 假设 振 型 时 ,用 瑞 利 商 估算 基 频 的 精度 是 满意 的 。 


一 0.0128 > 1.3% 





5.9 无 阻尼 系统 对 任意 激励 的 响应 振 型 二 加 法 


直到 现在 ,只 介绍 了 离散 系统 的 自由 振动 ,并 在 第 5. 5 节 中 讨论 了 如 何 用 振 型 分 析 方 
法 来 确定 一 个 n 自由 度 无 阻尼 系统 对 初始 条 件 的 响应 。 然 而 , 振 型 分 析 能 够 用 来 导出 无 
阻尼 系统 对 任意 激励 的 响应 ,在 某 些 情况 下 ,也 可 以 导出 有 阻尼 系统 的 响应 。 
不 计 阻 尼 时 ,=” 自由 度 系 统 的 强迫 振 动 微分 方程 为 
Mg (1) 十 Kg(C) = F(t) (5.9-1) 
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式 中 MM 和 KK 为 nXn 阶 的 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 ,n 维 向 量 qg(t) 和 (2) 分 别 表示 广义 坐标 
和 广义 力 。 方 程 (5. 9-1) 构 成 了 7 个 联 立 的 常 系数 微分 方程 组 。 虽然 这 些 方程 是 线性 的 ， 
但 求解 也 并 非 是 件 容 易 的 事 。 事实 上 ,用 振 型 分 析 来 求解 就 要 方便 得 多 , 振 型 分 析 的 基本 
思想 就 是 将 联 立 的 方程 组 变换 成 为 互 不 相关 的 方程 组 ,其 变换 矩阵 就 是 振 型 矩阵 。 

为 了 用 振 型 分 析 去 求解 方程 (5.9-1) ,首先 必须 求解 特征 值 问题 , 即 


Ku = Muw’ (5.9-2) 
式 中 为 振 型 矩阵 ,w 是 固有 频率 平方 的 对 角 和 矩阵 。 振 型 矩阵 可 以 正则 化 ,使 其 满足 
uMau=lI, ukKu=w’ (5.9-3) 
引入 正则 坐标 , 作 如 下 线性 变换 : 
q(t) = uy (1) (5.9-4) 


式 中 7 (2) 为 系统 的 正则 坐标 ,因为 u 是 一 个 常数 矩阵 ,所 以 了 (1) 和 7 (DO 之 间 存 在 着 同样 
的 变换 ,把 式 (5. 9-4) 代入 方程 (5. 9-1), 得 


Muy (0) + Kuy Ci) = F(t) (5.9-5) 

方程 (5. 9-5) 左 乘 以 ur, 有 
uT Muy (0) + ul Kuy (1) = ul Fn) (5. 9-6) 

考虑 到 方程 (5. 9-3) ,得 到 
7 D+Fw nD) = NO) (5.9-7) 


式 中 N() 二 wuTF(1) 是 与 广义 坐标 向 量 wy (1 相应 的 n 维 广 义 力 向 量 , 即 正 则 激励 。 因 为 w* 
是 对 角 和 矩 阵 , 故 方程 (5. 9-7) 表 示 一 组 互 不 相关 的 方程 , 即 
DAD Hon = ND (r= 1,2,%,n) (5. 9-8) 
方程 (5. 9-8) 具 有 与 单 自 由 度 系统 运动 微分 方程 相同 的 结构 ,可 作为 n 个 独立 的 单 自 由 度 
系统 来 处 理 。 
设 广义 坐标 q(i) 的 初始 条 件 为 


q(0) = go, 4d(0)= go (5.9-9) 
由 式 (5.9-4) 的 变换 7 (1) 二 uw 'q(1), 有 
F700 =p%= gg (0)=F = (5. 9-10) 
也 可 以 在 坐标 变换 式 (5. 9-4) 两 边 同 时 左 乘 中 AM, 得 
m=uMgo, wo = u Mgo (5.9-11) 


式 中 和 ww 为 第 7 阶 模 态 在 正则 坐标 中 的 初始 条 件 。 因 此 ,由 初始 条 件 引 起 的 
方程 (5. 9-8) 的 齐 次 解 为 


Wt) pcoswt 十 如 sin wt (r=1,2,.",n) (5.9-12) 
Or 
对 任意 激励 N, (1) 的 特 解 可 以 由 卷 积 积分 给 出 , 即 


(1) 一 | NCsinw, tt — pdr (r= 1,2,.,n) (5.9-13) 
UrJo 
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所 以 第 + 阶 模 态 的 全 解 是 激励 N,(2) 引 起 的 响应 和 初始 条 件 引 起 的 响应 之 和 , 即 





mt) = 7ocOSs wt 十 esin wt 十 二 | 和 Ni Cr)sin w(t — rdr (5.9-14) 
广义 坐标 g(oO 的 响应 y 是 广义 毕 标 7 (7) 的 响应 的 苍 加 ， 则 有 


g(t) = wn (1) = woy (5.9-15) 
因此 ,将 正则 坐标 的 全 解 (5. 9-14) 代 人 方程 (5. 9-15) 就 可 以 得 到 无 阻尼 ”自由 度 系 统 的 
全 部 响应 。 
例 5.9-1 考虑 图 5.9-1 所 示 系 统 , 在 系统 上 作用 有 激励 向 量 F(z)=[0 Fou(t)]'， 
u(t) 为 单位 阶 跃 函 数 。 求 在 零 初始 条 件 下 系统 的 响应 。 
解 : 系统 的 运动 微分 方程 为 


1 01lg 2 —1lirg 0 
"bo oa od Ee] 
0 2J17， 一 1 2JLa: Foutlt) k 


» ~ 2 gq 
为 了 用 振 型 分 析 方法 求解 ,首先 要 解 特征 值 问题 , 得 
一 0. 796 226 /和 人 一 | 
m’ " |.366025 - [jw 
2 
1. 000 000 
ws 二 1.538 188 /下 ， ru =| | 图 5.9-1 
m 一 0.366 025 


对 振 型 向 量 进行 正则 化 ,而 后 把 振 型 向 量 排列 成 振 型 矩阵 有 
一 i 459 701 0.888 074] 
Vm LO0.627 963 一 0.325 057 


利用 振 型 矩阵 作 线性 变换 





、、 0. 627 963 
NGC) = ui F(t) = Fo | | ) 


页 [ 0.325 057J* 
将 上 式 代 入 方程 (5. 9-14) ,得 


1 
nn(t) =0.627 963 一 一 uh | ul(t)sin w(t— tdr 
Vm 外 


一 0.627 963 





《1 一 cos out) 
wi m 


Fo 1f’ . 
(Lt) =— 0.325 057 一 一 二 | u(tT)sin oz (一 r)dr 
AD G02v 0 


Po 


2 m 





一 一 0.325 057 (1 一 cos wi) 


那么 广义 坐标 gC 四 的 响应 为 
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gC) = 他" 459 701X0.627 963 二 (1 — cos wt) 
m CO1 


一 0.888 074 X 0.325 057 DL (1 — cos oa | 
WwW2 


= 这 [0. 455 295 (1— cos0. 796 226 /ki ) 
k m 
一 0.122 009 (1— cos 1. 538 188 大 | 
m 


gilt) =£ [。 627 963: (1 — cos mw 门 十 0.325 057: Sc —cos enn | 
wl 2 


一 
m 
= 型 | 621 945 (1 一 cos 0.796 226 Vi) 
k m 
jk 
十 0.044 658 (1 一 cos 1.538 188 ,) | 
m 


例 5.9-2 车 图 5.9-1 所 示 系 统 的 作用 力 向 量 为 F(z) 二 [0 Fosin wt 1 , 求 系统 的 
响应 。 
解 : 根据 例 5.9-1, 利 用 振 型 矩阵 w 进行 变换 的 正则 激励 向 量 为 


FT 0.6279631 . 
NGC) = u' F(t) = -了 | | 
~/m L 一 0.325 057 


将 上 式 代 入 (5. 9-14) ,得 





mt) 一 0.627 963 Se 二 | sinarsin w(t — Ddr 
/m wi 
Fo /. w 1 
一 、 -一 一 t 一 一 一 一 一 
0. 627 963 局 (sin wt Dn ) (Tz) 
Pt) 一 一 0.325 057 Se | sin wrsin w(t — rdr 
/m 2J0 





一 一 0. 325 057 所 (sin wt — sin et) (Ta ) 


wi Vm 1— w/w? 
最 后 ,得 
F 1 7 ， | 1 
oa) = 字 | 455 295 二 (sin et — sinwt) (Tr ) 


1— w/w! 
1/. ow -1 
一 0.122 009 (Sin wt sin et) (Tr ) | 


一 严 


77? 


|。. 621 945 二 (sinot sinet) (Tr ) 


1—w /wi 
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十 0.044 658 二 (sin wt — sin ot) (Ti )| 


可 见 , 由 方程 (5.9-14) 得 到 的 解 , 包 含 由 外 加 激励 作用 于 系统 引起 的 稳 态 响应 和 了 瞬 态 响 
应 。 当 存在 阻尼 时 ,了 朋 态 响应 将 很 快 衰减 。 若 只 考虑 强迫 振动 的 稳 态 响应 , 则 只 取 
sin wt 项 。 


5.10 多 自由 度 系统 的 阻尼 


前 面 各 节 介 绍 了 无 阻尼 多 自由 度 系 统 的 振动 分 析 , 而 在 工程 实际 中 ,阻尼 总 是 存在 的 
《如 材料 阻尼 、 结 构 阻 尼 .粘性 阻尼 等 ) ,并 对 系统 的 振动 产生 影响 。 由 于 各 种 阻尼 的 机 理 
比较 复杂 ,在 振动 分 析 计 算 中 ,常常 将 各 种 阻尼 简化 为 粘性 阻尼 ,其 阻尼 力 的 大 小 与 速度 
的 一 次 方 成 正比 。 阻 尼 系 数 需 由 工程 上 各 种 理论 与 经 验 公 式 给 出 ,或 直接 根据 实验 数据 
确定 。 

对 于 一 般 粘 性 阻尼 的 多 自由 度 系统 ,在 外 激励 的 作用 下 ,系统 的 运动 微分 方程 为 

Mi (1t) OCI) Kg(t) = F(t) (5. 10-1) 
式 中 质量 矩阵 M ,刚度 矩阵 K 和 外 激励 向 量 F() 的 意义 与 前 面相 同 ,而 阻尼 矩阵 C 的 形 
式 为 

C= [es] Cj = 1,2,.,n) (5. 10-2) 
阻尼 和 矩阵 C 一 般 为 正定 或 半 正 定 的 对 称 和 矩阵。 

车 阻尼 矩阵 C 恰好 与 质量 矩阵 M 或 刚度 矩阵 K 成 正比 ,或 者 C 是 M 与 K 的 某 种 线 
性 组 合 , 即 

C 一 CM 十 下 (5. 10-3) 
式 中 a 和 4 为 正 的 常数 , 则 称 这 种 阻尼 为 比例 阻尼 。 对 比例 阻尼 来 说 , 当 广 义 坐 标 转换 成 
正则 誉 标 时 ,在 正则 坐标 中 的 阻尼 和 矩阵 将 是 一 个 对 角 和 矩阵 。 使 用 无 阻尼 系统 的 正则 振 型 
矩阵 & 可 以 使 C 对 角 化 , 即 有 
uCu =u' (aM + OROu = au' Mu bu Ku = al +6A 
a 二 bw? 
a bw: 
= . (5. 10-4) 


a 二 bw: 


必 


a 十 bw: 一 2¢w, (5.10-5) 
或 写成 
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5 一 “por (5. 10-6) 
2w, 


称 &, 为 振 型 比例 阻尼 。 可 以 看 出 , 令 a 二 0, 而 6b 关 0, 有 


和 一 Fo, (5. 10-7) 


这 意味 着 在 各 个 振 型 振动 中 ,阻尼 正比 于 该 振 型 所 对 应 的 固有 频率 。 若 6 一 0, 而 < 天 0, 有 


a 


和 一 2 (5. 10-8) 
这 意味 着 在 各 个 振 型 振动 中 ,阻尼 反比 于 该 振 型 所 对 应 的 固有 频率 。 所 以 适当 地 选取 a 
和 2 的 值 , 就 能 近似 地 反映 实际 振动 中 出 现 的 倾向 性 。 

再 讨论 方程 (5. 10-1) 的 解 耦 问题 。 可 以 看 到 ,是 否 能 利用 正则 坐标 变换 进行 解 耦 ， 
关键 在 于 阻尼 矩阵 是 否 能 对 角 化 。 除 比例 阻尼 外 ,wu Cu 一 般 不 是 对 角 阵 ,当然 还 有 一 些 
特殊 情况 ,阻尼 和 矩阵 C 可 以 对 角 化 ,不 过 ,这 些 情 况 不 经 常 遇 到 ,这 里 就 不 讨论 了 。 另 一 
方面 ,在 工程 实际 的 振动 系统 中 ,经 常 遇 到 的 是 阳 尼 比较 小 的 情况 ,这 时 ,由 w Cu 中 的 非 
对 角 项 引起 的 耦合 很 少 出 现 大 于 或 者 远大 于 对 角 项 的 情况 。 因 此 , 略 去 uTCu 非 对 角 线 
元 素 组 成 的 各 阻尼 项 , 即 令 w Cu 中 所 有 非 对 角 线 元 素 的 值 为 零 , 不 会 引起 很 大 的 误差 。 
这 样 , 对 应 正则 坐标 的 阻尼 矩阵 就 可 以 表示 为 对 角 算 阵 , 即 

25 al 


u!Cu 一 四 (5. 10-9) 


25u， 
因此 ,可 以 把 振 型 全 加 法 有 效 地 推广 到 有 阻尼 多 自由 上 度 系统 振动 问题 的 分 析 求 解 。 有 阻 
尼 多 自由 度 系统 正则 坐标 的 运动 微分 方程 为 
2 5 w) oo: 
2 C2 ww2 2 
了 十 . 了 (Ci) 十 . 7 0) = NG) 
2 nw wx 
(5. 10-10) 
或 展开 为 
Fi) FT26 wn Dt on = Nt) C= 1,2,.,n) (5. 10-11) 
这 一 方法 具有 很 大 的 实用 价值 ,实践 经 验 表 明 , 它 一 般 适用 于 振 型 比例 阻尼 $5 不 大 于 0.2 
的 弱 阻 尼 系 统 。 
若 系 统 的 阻尼 较 大 ,就 不 能 用 无 阻尼 系统 的 振 型 矩阵 使 方程 解 耦 , 即 阻尼 和 抢 阵 C 不 
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能 对 角 化 ,也 有 一 般 的 理论 适用 于 这 种 情况 , 它 将 包含 复 特征 值 和 复 特 征 向 量 , 这 部 分 内 
容 已 超出 了 本 书 的 范围 ,不 再 著述 。 


5.11 有 阻尼 系统 对 任意 激励 的 响应 : 振 型 鲁 加 法 


在 某 些 情况 下 ,系统 的 阻尼 对 振动 有 不 可 忽略 的 影响 ,必须 考虑 阻尼 的 重要 作用 。 应 
该 指出 ,由 于 阻尼 本 身 的 复杂 性 ,人 们 至 今 对 其 的 研究 还 很 不 充分 ,所 以 这 里 只 考虑 阻尼 
和 矩阵 可 以 利用 无 阻尼 正则 振 型 矩阵 实现 对 角 化 的 有 阻尼 振动 系统 ,应 用 振 型 全 加 法 研究 
具有 这 种 阻尼 的 系统 对 简 谐 激 励 、 周 期 激励 和 任意 激励 的 响应 。 

假设 粘性 阻尼 系统 的 运动 微分 方程 (5. 10-1) 中 的 阻尼 和 矩阵 C 可 以 实现 对 角 化 ,根据 
式 (5.10-9) 得 振 型 比例 阻尼 &, 为 





Cr) 工 (r) 
b= C= 1 ,2,0 ) (5.11-1) 
2w, 
对 应 第 ~ 阶 正则 坐标 w,(2) 的 模 态 力 向 量 为 
NGC =u" FO) (r= 1,2,.,n) (5. 11-2) 


下 面 分 别 对 有 阻尼 振动 系统 在 简 谐 激励 .周期 激励 和 任意 激励 作用 下 的 响应 计算 问 
题 加 以 阐述 。 
1. 简 谐 激励 


假定 一 个 具有 粘性 阻尼 的 多 自由 度 系统 , 它 的 各 广义 坐标 上 有 同 频 率 、 同 相位 的 简 谐 
激励 作用 。 令 





F(t) = Fsinwt (5. 11-3) 
将 方程 (5. 10-11) 写 成 复数 形式 
D0 + 2 wD + ont) = Noe (r= 1,2,.",n) (5. 11-4) 
式 中 
No = u” ' F, (5.11-5) 
则 正则 坐标 的 稳 态 响应 为 
六 (1) = | H,(w) | ee (5.11-6) 
式 中 
|H,(w)|= 1 (5. 11-7) 





V(X) 二 + (204,) 


pr 一 arctan (5. 11-8) 


EA, 
1—2: 
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i 一 外 (5. 11-9) 


Wr 


这 里 |H,(w)| ,9, 和 X, 分 别 为 对 应 于 正则 坐标 的 放大 因子 、 相 位 角 和 频率 比 。 因 此 系统 
对 简 谐 激励 的 稳 态 响 应 可 以 表示 为 
No; 


w(t) =Im (2 
wi VA) (20A,) 








sin (wt 一 Or) (5.11-10) 





q(t) = se 人 (区 
r=1 


uu™ 'F, 

2 wi VA) (264,) 
不 难看 出 , 当 外 激励 频率 w 与 系统 第 r 阶 固 有 频率 w, 的 值 比较 接近 时 , 即 4, 二 

w/w,<1 时 ,第 r 阶 正则 坐标 7,(7) 的 稳 态 强迫 振动 的 振幅 值 就 会 很 大 ,这 与 单 自由 度 系统 

的 共振 现象 是 完全 类 似 的 。 对 于 n 自由 度 系统 , 当 系 统 具 有 7 个 不 相等 的 固有 频率 时 可 

以 出 现 n 个 频率 不 同 的 共振 现象 。 





sin(wt pr ) (5.11-11) 





2. 周期 激励 


如 果 系 统 各 坐标 上 作用 的 外 激励 为 具有 同一 周期 的 周期 力 , 则 可 将 各 外 力 先 按 傅 里 
叶 级 数 展开 , 即 


ND = G+ cos jwt + b,sin jwt) (5. 11-12) 


式 中 系数 ao,a 和 6; 可 用 第 3.7 节 给 出 的 公式 计算 


把 外 激励 各 简 谐 分 量 所 引起 的 系统 稳 态 强迫 振动 解 分 别 求 出 ,然后 个 加 起 来 ,就 得 到 
系统 在 这 种 周期 力作 用 下 的 响应 , 即 


wD = (+ DDH, Ge) [acosGjwt — gs) 
Cor 全 








+ bsinCjwt — ga) ]) (5. 11-13) 
式 中 
| H; (jw) | = 2 (5.11-14) 
Vl— A ) + (257 
257A， 





On 一 arctan (5.11-15) 


了 二 天 
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A (5.11-16) 


从 方程 (5. 11-13) 可 以 看 出 ,任意 阶 正则 坐标 的 响应 pC) (7 二 1,2,…,n), 是 由 各 个 不 同 
频率 激励 引起 的 响应 倒 加 而 成 的 ,因而 就 一 般 周期 性 激励 也 数 来 说 ,产生 共振 的 可 能 性 要 
比 简 谐 函数 大 得 多 ,很 难 预料 各 阶 振 型 中 哪 一 阶 振 型 将 受到 激励 的 强烈 影响 。 但 是 , 当 激 
励 函 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 之 后 ,可 以 将 每 一 个 激励 频率 jw 和 每 个 固有 频率 w- 相 比较 , 从 
而 预先 推测 出 强烈 振动 所 在 。 
原 坐标 的 稳 态 响应 为 


q(1) = Du" y(t) = 
r=l 


: u'” 
2 
r 





有 十 SH, Gew) | [LacosCjwt ~ 9p,) 
J 一 1 


1 


+ bsin(jwt 一 or )] (5.11-17) 


3. 任意 激励 


对 于 外 力 是 一 般 任 意 随时 间 变 化 的 激励 ,用 振 型 登 加 法 也 很 容易 求 出 各 广义 坐标 的 
响应 。 根 据 第 3. 8 节 的 结果 ,可 得 方程 (5. 10-11) 的 解 为 
7 (t) =e ror (mw cos codrt 十 bn in wart ) 





十 二 | NCDe ton gin w(t 一 rdr (5. 11-18) 
ward 0 
式 中 
wa = MI— Ew, (5.11-19) 
mo = uu" Mago (5. 11-20) 
jo = u"? "Mg (5.11-21) 
这 里 ge 和 4。 为 原 广义 坐标 q(t) 的 初始 条 件 。 于 是 原 广义 坐标 的 响应 为 
q(t) = Du nl) (5. 11-22) 
后; 
由 此 获得 原 广义 坐标 的 响应 , 即 方程 (5. 10-1) 的 解 。 ql 9 
例 5.11-1 求 图 5.11-1 所 示 的 有 阻尼 质量 -弹簧 系 FSin oo Fa sin on ， 


统 的 强迫 振动 的 稳 态 响应 。 


未 六 的 扳 动 上 sb 村 


解 : 设 gq; 和 gz 坐标 如 图 5. 11-1 所 示 。 
微分 方程 为 图 5.11-1 
A | A 














_ j/k /3k 
Wl » C2 
m m 


正则 振 型 矩阵 为 





AN | ] | 
u 
2m 


令 


q(t) = uy (2) 
则 正则 坐标 的 振动 微分 方程 为 


1 + "| 刀 + 生 [ [7 1 [人 je ， 
一 一 -一 S1I 
| mo 3 mo 3 vanl—FtFd ~ 












































解 上 面 两 个 独立 的 微分 方程 得 
Fl 二 FF; 1 . Cou 
(1) 一 sin(wt )， tan 一 
了 V2m Vw mo ) + (cw/m)’ ” 中 和 
一 FF 十 FF， 1 . 3cw 
(1) = sin(wt 一 os )， tan 0 一 一 一 
V2m (ww ) + (3cw/m)’ ” 多 2 3k 一 mew’ 
再 变换 回 原 坐 标 , 即 得 系统 的 强迫 振动 稳 态 响应 为 
F, 十 FF sin(ol 一 go) FF, sin(wt — gs) 
[2]- 2m Vow) + Cw/m) 2m Vw) + (3w/m) 
ga) | 已 十 已 sin(wi — g) FE 一 F， sin(wt — pz) 
2m ow) + Cw/m)’ 2m Vo ow) + (3w/m)’ 


5.12 课堂 讨论 


近年 来 ,作为 新 一 代 的 环保 汽车 一 一 电动 汽车 的 开发 与 研究 ,已 经 越 来 越 受到 世界 各 
国 的 重视 。 而 新 型 开关 磁 阻 电动 机 (switched reluctance motor,SRM) 在 电动 汽车 上 的 应 
用 ,也 引起 了 人 们 广泛 的 关注 , 它 的 结构 简单 ,坚固 ,成 本 低 , 启 动 性 能 好 ,效率 高 ,有 和 较 宽 
的 调 速 范 围 , 可 以 工作 于 恒 转 矩 状态 和 恒 功 率 状 态 , 更 加 适合 电动 汽车 动力 性 能 的 要 求 。 
而 其 缺点 是 由 于 转 矩 波动 引起 的 振动 较 大 。 可 见 电动 机 引起 的 车 辆 振动 问题 应 该 加 以 考 
虑 和 和 研究。 根据 所 研究 问题 的 侧重 点 以 及 电动 汽车 的 特殊 结构 ,对 五 自由 度 的 振动 模型 
作 如 下 假设 ， 

(1) 路 面 对 汽 车 左右 轮 的 激励 相同 ,汽车 结构 对 称 , 质 量 分 配对 称 ,因而 ,汽车 没有 横 
向 角 振 动 ,汽车 的 振动 问题 可 以 简化 为 一 个 纵向 铅 垂 平面 内 的 振动 问题 。 





第 5 章 多 自由 度 系 统 的 振动 


(2) 车 架 、 和 车 身 的 刚度 足够 大 ,车 架 弹 性 引起 的 各 阶 振 型 可 以 不 予 考虑 ,将 车 架 、 和 车 身 
视 为 刚体 。 

(3) 前 、 后 轮轴 的 非 悬 挂 质量 和 车 身 的 分 布 质量 分 别 由 集中 质量 块 代替 。 

(4) 车 轮 的 力学 特性 简化 为 一 个 无 质量 的 弹簧 ,不计 阻 尼 。 


(5) 车 架 和 车 轮 的 弹性 力 和 减 振 器 的 阻尼 力 ,分别 是 位 移 和 速度 的 一 次 函数 , 即 振动 





























(a) 电动 汽车 (b) 五 自由 度 电动 汽车 振动 模型 


图 5.12-1 电动 汽车 与 振动 力学 分 析 模 型 


由 此 ,五 自由 度 的 振动 模型 如 图 5. 12-1 所 示 ,模型 各 参数 如 下 : 








Xo 车 身 重心 的 垂直 位 移 ; Xx! 一 一 前 轴 非 悬挂 质量 的 位 移 ，; 
xz 一 一 后 轴 非 莽 挂 质量 的 位 移 ; 7 一 -人 体 及 座 椅 质 量 的 位 移 ，; 
Xs 一 一 座 椅 下 方 车 身 的 位 移 ，; 0 一 一 车 身 仰 依 角 位 移 ; 

包 一 一 前 悬 架 刚度 ; 久 一 一 后 悬 架 刚度 ; 

一 一 座 椅 刚 度 ，; 一 一 前 轮 刚度 ，; 

;一 一 后 轮 刚度 ; m 一 一 车 身 的 质量 ， 


前 轴 非 上 世 挂 质量 (包括 电机 质量 ); xm 
ms 一 一 人 体 及 座 椅 的 质量 ，; 





后 轴 非 悬挂 质量 ; 
c 一 前 悬 架 减 振 器 的 阻尼 系数 ; 








Ca 后 悬 架 减 振 器 的 阻尼 系数 ; c 一 一 座 椅 的 阻尼 系数 ; 
/一 一 前 后 轴 之 间 的 距离 ; lL 


前 轴 至 车 身 重心 的 距离 ， 

氏 一 一 后 轴 至 车 身 重心 的 距离 ; ls 一 一 座 椅 下 方 至 车 身 重心 的 距离 ; 
J 一 一 车 身 绕 车 身 重心 S 的 转动 惯量 ; F(1) 一 一 SR 驱动 电机 的 激励 。 
根据 上 述 假设 及 模型 所 列 的 条 件 , 可 得 到 用 和 矩阵 形式 表示 的 运动 微分 方程 为 
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MXCti+RKr=F (5.12-1) 
式 中 各 和 矩阵 和 列 向 量 分 别 为 
rm 0 0 0 0 
0 mo” 0 0 0 
M=10 0 mi 0 0 |， 
0 0 0 mm, 0 
LO 0 0 0 ms 
上 cl 十 cs 十 cs 一 cll 十 cz — cls Cl Cs C3 
— cbt cls — cyl cali 二 cdi 二 +eals Cll 一 cz cls 
C= 一 ci a Ci 0 0 |， 
— Cy 一 czLs 0 C2 0 
| 一 ca Cals 0 0 C3 
ki 十 ,十 — kl k,l, — ksls 一 上 —k, —k; 
hl 十 kalo — Rals kil? koli ksls kl — kl, k,ls 
K = — kl kl ki 二 kk 0 0 |， 
一 有 — k,l; 0 ks 十 ks 0 
| 一 及 Ai 0 0 ks 
[xo 0 
0 0 
x=|rz|, F= |F(i) 
2 0 
[Xx 0 


SR 驱动 电机 的 定子 和 转子 的 铁 蕊 是 由 硅钢 片 合 装 而 成 的 ,在 定子 铁 忌 内 圆周 和 转 
子 铁 艺 外 圆周 均匀 分 布 大 的 齿 和 槽 , 齿 又 称 凸 极 ,这 就 是 所 谓 的 双 凸 极 结构 ,定子 铁 芯 每 
个 凸 极 上 安装 有 集中 绕组 ,转子 铁 芯 上 不 安装 集中 绕组 ,定子 内 圆周 上 相对 的 两 个 凸 极 上 
的 绕组 串联 ( 顺 向 ) 成 为 一 组 绕组 。 由 于 电路 的 开关 性 、 磁 路 的 饱和 性 、 非 线性 ,通常 需 根 
据 具 体 研究 目的 ,对 电机 内 的 磁 共 能 ( 指 电机 内 磁 能 转化 为 机 械 能 的 那 部 分 能 量 ) 或 电感 
进行 分 段 线性 化 。 经 简化 后 的 电磁 转 矩 为 





T.= Ki’ (5. 12-2) 
式 中 K 为 绕组 电感 对 位 置 角 的 变化 率 ,i 为 电机 相 绕 组 电流 。 
就 应 用 于 电动 汽车 的 SR 驱动 电机 来 讲 ， 其 振动 与 噪声 是 由 定 、 转 子 间 切 向 力 和 径 向 
力 共同 作用 的 结果 。 
根据 电机 的 实际 运行 情况 ,其 电磁 转 矩 具有 波动 性 。 所 以 , 切 向 力 与 时 间 的 关系 如 
图 5. 12-2 所 示 , 其 具体 表达 式 为 
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用 "Tt< (r+)T 
F, = 7 (n= 0,1,.) (5. 12-3) 
0， (2 十 而)T<es + T 


式 中 R 为 电机 定子 内 半径 ,周期 = 
振 力 在 一 个 周期 内 的 作用 时 间 。 


地 一 60/aNe 为 电机 转速 , N, 为 转子 极 数 ,i 是 激 











Pot 
FD 

[@ 站 O f 
图 5.12-2 定子 切 向 力 与 时 间 的 关系 图 5.12-3 径 向 力 与 时 间 的 关系 曲线 


由 于 SRM 的 磁 路 饱和 与 非 线性 ,其 径 向 力 的 精确 解析 表达 十 分 困难 。 从 定性 的 分 
析出 发 ,可 作 如 下 假设 : 叫 磁 路 是 线性 的 ; @ 径 向 力 集中 作用 在 定子 磁极 上 ,并 假设 相 电 
流 为 常数 。 考 虑 到 径 向 力 与 切 向 力 的 作用 周期 相同 , 则 如 图 5. 12-3 所 示 ,得 径 向 力 随时 
间 关 系 表达 式 为 














+ 0D) Tr 
F., = 2 s+ (让) ( 药 (i "TT) ) (n=0,1,.) 
0， (+ Ti tT 


(5.12-4) 
式 中 ,最 短 气 隙 长 度 6 二 R 一 r,r 为 转子 半径 ;Lm 为 绕组 最 小 电感 ;i 为 绕组 电流 。 
由 于 整 车 振动 系统 是 针对 电机 在 竖 直 方向 激励 的 响应 ,依据 力 的 合成 和 分 解 原理 , 激 
励 源 对 系统 在 竖 直 方向 的 合力 为 











K 
22 {Los t+ SE (to— nT) 
Te say ( 30 ) sin Qi ， MT 二 :< (n+ 而 )T 
R 30 ， Tor /7T 加 30 20 
F(1) = 2 fo + (又 ) (元 -4 一 2T)) 
0， (n+)T<1< tT Cn = 0,1,0°) 


(5. 12-5) 
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此 力 即 为 SR 驱动 电机 对 振动 系统 的 竖 直 激 振 力 。 其 中 K 为 绕组 电感 对 位 置 角 的 变化 率 。 

对 如 图 5. 12-1 所 示 的 车 辆 系统 ,车 身 的 等 效 质量 m= 二 1354. 5 kg, 前 轴 非 悬挂 等 效 质 量 
mm 二 80 kg, 后 轴 非 悬挂 等 效 质 量 m, 二 68.5 kg, 人 体 及 座 椅 的 等 效 质量 ms 一 102 kg, 车 身 绕 
车 身 重 心 的 转动 惯量 J 一 64. 30 kg，m? ,前 县 架 系 统 的 等 效 阻尼 系数 c 二 600 N，s/m 后 悬 
架 系 统 的 等 效 阻尼 系数 c; 二 550 N，s/m, 座 椅 的 等 效 阻尼 系数 cs 一 400 N，s/m, 前 悬 架 
系统 的 等 效 刚度 &, 二 18 000 N/m, 后 若 架 系统 的 等 效 刚度 &, 二 16 997 N/m, 座 椅 的 等 效 
刚度 &; = 二 5200 N/m, 前 轮 的 等 效 刚 度 &, = 118 000 N/m, 后 轮 的 等 效 刚度 上 三 
118 000 N/m, 前 轴 至 车 身 重心 的 距离 /二 1.11m, 后 轴 至 车 身 重 心 的 距离 i 一 1.30 m, 座 
木下 方 至 车 身 重心 的 距离 /二 0.20 m。 定 子 内 半径 尺 =0.05 m, 电 机 转速 a 二 1500 
r/min, 转 子 极 数 N, 二 6, 最 短 气 隙 长 度 4 二 0.001 m, 绕 组 电流 i 二 1A, 绕组 电感 对 位 置 角 
的 变化 率 开 三 82.5, 绕 组 最 小 电感 Li 一 4. 95 H。 

首先 画 出 电机 激 振 力 下 在 竖 直 方向 的 合力 随时 间 的 变化 曲线 ,如 图 5. 12-4 所 示 。 
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图 5.12-4 初 相 角 为 23x/60 的 激励 


对 此 车 辆 系统 应 用 Newmark-B 方法 ,并 取 8 二 1/4 和 6 一 1/2, 计 算出 人 体 及 座 椅 的 
等 效 质 量 ms 的 位 移 x;、 速 度 z 和 加 速度 蔗 ; 随时 间 的 变化 曲线 分 别 如 图 5.12-5 一 
图 5.12-7 所 示 。 

在 研究 基于 SRM 驱动 系统 电动 汽车 的 振动 过 程 中 ,首先 应 从 整体 出 发 ,分 析 包 括 驱 
动 电机 在 内 的 整 车 振动 情况 ,并 将 驱动 电机 作为 激励 源 , 分 析 车 身 以 及 人 体 - 座 椅 的 稳 态 
响应 ,并 依 此 作为 整 车 设计 的 重要 依据 。 就 应 用 于 电动 汽车 的 驱动 电机 设计 来 讲 , 从 频 域 
角度 出 发 , 既 要 避免 激 振 力 的 谐 波 频率 与 定子 的 固有 频率 接近 ,也 应 避免 电动 机 的 振动 输 
出 频率 与 汽车 的 固有 频率 接近 ,这 样 才能 避免 产生 整 车 共振 的 现象 。 所 以 ,必须 要 统筹 兼 
顾 , 在 设法 抑制 电机 本 身 振 动 的 同时 ,还 要 顾及 它 对 整 车 振动 激励 的 影响 ,从 而 提高 电动 
汽车 的 可 靠 性 与 稳定 性 。 
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图 5.12-5 位 移 随时 间 的 变化 曲线 
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图 5.12-7 加 速度 随时 间 的 变化 曲线 











习 题 


5.1 写 出 如 习题 图 5-1 所 示 的 质量 - 弹 得 系统 的 刚度 和 矩阵 与 阻尼 矩阵 。 


[gi 二 Tk 十 十 ke 一 Rs 一 ks 一 此 
答案 ,KK 一 — k; R 十 AR 一 Rs 0 , 
一 Rs — k; ks 十 ke 0 

L 一 & 0 0 ki 十 
[cic 一 cs 0 0 
Co 一 cz cz 十 cy 一 c 0 
0 一 Cs C3 0 
| 0 0 0 0 














习题 图 5-1 习题 图 5-2 








5.2 如 习题 图 5-2 所 示 的 质量 - 弹 自 系统 , 若 mm 三 ms 二 ms 一 7 二 人 :一 有 二 有, 求 
其 各 阶 固 有 频率 和 固有 振 型 。 如 将 广义 坐标 改 为 zl 一 fiyzs 一 1，Z3 Xs 2Z2， 再 求 


系统 固有 频率 和 国有 振 型 。 
答案 : = 0.445 二， tw2 1.247 和， ww =1.802 二 ， 
1. 000 1.000 1. 000 
1 me ， wu | 0. | ， 43 一 - 1.247 
2.247 一 0.802 0. 555 
5.3 对 于 指定 的 广义 坐标 , 写 出 如 习题 图 5-3(a) 所 示 结 构 的 固有 频率 及 固有 振 型 。 
视 梁 为 刚性 , 柱 为 柔性 。 设 一 mz 二 m3 二 mh 二 hy 二 ha 二 h,EJ 二 3EJ,EJ;=2E]J, 
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1 
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EJs=EJ. 
EJ EB EJ 
答案 : ww 一 3.1589 js oz 一 7.4204 js, w= 12.2865 /3 
1. 0000 1. 0000 1. 0000 
X 一 | X= lt X 一 - 0. 四 
3. 9234 一 1.0453 0. 1220 





习题 图 5-3 


5.4 质量 为 M 的 刚体 ,用 长 为 a 的 两 根 绳子 对 称 地 悬挂 起 来 ,下 部 有 两 个 质量 为 
m, 摆 长 为 的 单 摆 , 如 习题 图 5-4 所 示 。 试 列 出 此 系统 微 幅 振 动 的 微分 方程 及 频率 方 
程 。 若 M 一 2m,a 一 0 一 ,计算 各 阶 固有 频率 及 相应 的 固有 振 型 。 


答案 : mw — /Ns ~ 0.765#, wa = 
(2 十 V2)g _ £ 
ws /es 1.848/§ 


2 
ri 一 ,0 


5.5 求 如 习题 图 5-5 所 示 汽 车 在 I 二 mab 情形 
下 的 固有 频率 。 设 4 二 2.3 m,0 一 0. 94 m,m 二 5.4X 
10 kg 一 7 一 650 kg,ki 王 上 ;一 35 kN/m, 前 后 轮 的 
刚度 均 为 & 二 1200 kN/m。 

答案 ; w 一 2.978 s-1，ous 二 4.658 s-1， 

ws 二 43. 592 s-1，uw 一 43.596 s-! 

5.6 ”如 习题 图 5-6 所 示 , 两 质量 被 限制 在 水 平面 
内 运动 。 对 于 微 幅 振动 ,在 相互 垂直 的 两 个 方向 的 运 
动 彼此 独立 。 求 系统 的 固有 频率 。 























习题 图 5-5 














5.7 求 如 习题 图 5-7 所 示 的 质量 -弹簧 系统 的 固有 频率 及 固有 振 型 。 设 局 一 6&， 
k; =k,M=4m., 


答案 : w 一 0 
m m m 





X=[1 1 1 1 1/2],X ”=[1l 一 1 0 0 01', 
X=[] 1 2 0 0],XP=[1l 1 1 一 3 0]， 
X=[1 1 1 1 —2] 











习题 图 5-6 





习题 图 5-8 


5.8 一 轴 盘 扭 振 系 统 如 习题 图 5-8 所 示 。 给 定 初始 条 件 为 : (1)b 一 和 ,bo 一 0， 


Oo 一 00=0o 一 Da 一 0; 〈2)00o 一 00 二 Oo 0,0 











wz O30 0。 求 系统 的 响应 。 


Onio 十 bot 
0 ] ， Ocos wt 
答案 ; (1) 14.|= 8@、 Ovzo COS wt t Osin wl 一 0 
|, 。 . 一 加 cos wt 
Ons0 COS wat 十 Lo SIn wast " 人 
003 
3 . . 
光 21 4+ Ssin wl + Lsin wat 
2 3 
0 
. 2 . 
(2) 10 一 BT 一 1 V2 sin li 一 并 2 一 一 SIin wat 
《2 6 3 
3 
1 v6 .. 21— Ssi 1 十 工 si 
均 全 osin os | 六 si coz Tsn cus 





5.9 如 习题 图 5-9 所 示 的 简化 飞机 模型 。M 为 机 身 部 分 的 等 效 质量 ,mm 为 机 距 的 
等 效 质量 ,机 可 视 为 均匀 的 无 质量 梁 ,EJ 为 机 杜 的 弯曲 刚度 ,! 为 机 经 的 长 度 。 求 该 系统 
在 铝 垂 平面 内 作 横 向 弯曲 振动 的 固有 频率 及 固有 振 型 ,其 中 M/mm 一 2。 若 M/mm 一 2 一 2， 
在 上 一 0 时 ,yo 2yo 二 yo 二 Yoyo 一 了 0 一》03 一 0, 斌 求 其 响应 。 
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D1 mf n 











1 
yo 至 十 本 yocosent 
Yl 1 1 1 4 
y2|= |1 0 一 1 0 一 字 一 3 COS wat 
3 1 TT 1 1 3 











一 S cost 
4 Yo CO ws 学 十 了 COS wst 


5. 10 ”如 习题 图 5-10 所 示 的 三 自由 度 振动 系统 ,假设 质点 的 质量 分 别 为 mm 一 7m; 一 


ma 一 2m ,各 弹簧 的 刚度 系数 分 别 为 证 一 已 一 As 一 28, 各 弹簧 本 身 的 质量 略 去 不 计 。 
用 瑞 利 商 方法 估算 系统 的 基 频 。( 取 假设 振 型 为 w 王 [1 1.8 2]7) 








习题 图 5-9 


答案 : 精确 解 : wm 一 0.3731 VE/m 
取 试 算 向 量 w=[1] 2 3]', w=0.4170 VE/m 
取 试 算 向 量 w=[1 1.4 1.8]', w=0.3959 VE/m 
取 试 算 向 量 w=[1 1.8 2]', w=0.3749 VE/m 
5.11 用 瑞 利 商 法 求 如 习题 图 5-11 所 示 的 有 三 个 集中 质量 的 简 支 梁 横 向 振动 的 基 
频 , 深 本 身 的 质量 不 计 , 抗 弯 刚 度 为 EJ 。 


答案 : 取 试 算 向 量 w=[1 1 1]', w=4.0337. /二 


ml? 
取 试 算 向 量 w=[4.1 6.0 4.5]', w=3.9946 at 


5.12 如 习题 图 5-12 所 示 的 均 质 梁 , 有 集中 质量 为 mm 二 500 kg,mz 二 100 kg。 试 用 
矩阵 和 迭代 法 计算 系统 的 基本 频率 。 


/|_8EJ [EJ 
答案 .、 一 /一 一 -一 
答案 : mw T4837 0.23 3 














m 

Ej 和 以 并 EJ ~ \ 

RN (| 
4 4 4 4 2 2 2 
习题 图 $-11 习题 图 5-12 


5.13 ”对 指定 的 广义 坐标 ,6,0;, 求 如 习题 图 5-13 所 示 三 级 摆 的 固有 频率 。 当 
态 响应 。 其 中 Fo 为 


第 一 .第 二 两 质量 上 作用 有 简 谐 激 振 力 (F,/2)sin wt 时 , 求 系统 的 稳 ; 


常量 ,w 二 2g/51。 


答案 : mwl 一 0.6448/ 逆 2 一 1.5147 | 芋 ,ws 一 2.5080\/ 闻 ， 





1 


1 1 
hm kb Bm kh 1 
CCLLCLL LLLL -CCLLLL 
闫 | 过 |h Misin or 
F777 F777 PT 
6 6 6; 


1 








习题 图 5-14 


习题 图 5-13 








ia Ts 了 ， ki k2 


5.14 如 习题 图 5-14 所 示 轴 盘 扭转 系统 ,一 端 固定 。 设 了 
响应 。 


一 &, 今 在 第 三 盘 上 作用 一 简 谐 力 矩 Msin wt ,试用 振 型 辣 加 法 求 系统 的 稳 态 
|o. 2417 名 一 — 0.4356 和 十 0. 1938 名 


M. |0. 4356 2 一 0. 1938 & 一 0.2417 有 sin wt, 
C2 





0. 5432 让 十 0， 3493 记 十 0 1076 & 


ws 





= 1,2, 3) 





1 
及 ] — w/w " 





me» ms m, ki 





5.15 三 个 单 摆 用 两 个 弹簧 连接 ,如 习题 图 5-15 所 示 , 令 mm 
ks 二 ,试用 微小 角 6，0，% 作为 位 移 坐 标 , 求 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 。 如 果 刚 





谐 地 面 加 速度 工 。 二 asin wt， 求 系统 的 稳 态 响应 。 
8 2 8 2 7 
答案 : do l » (2 + 9 (03 十 3 a ?9 


性 简 
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1 1 1 
wu 一 1 ， u's) 一 0 ， 下 53) -一 2 
1 一 ] 1 


| HCw) |sin wt 
如 
0 (1) = wy (1) =— | Hl) |sin wl 


| Hi(w) |sinwr 
g 














习题 图 5-15 习题 图 5-16 


5.16 ”如 习题 图 5-16 中 所 示 两 根 于 B 点 处 贸 接 到 一 起 并 用 弹 得 支承 着 的 刚性 杆 。 
设 4 二 4 二 /二 3m,h 一 一 二 上 km 二 ms 二 m, 且 质量 沿 杆 长 均匀 分 布 。 将 B 点 的 微小 
铅 垂 位 移 y， 和 各 村 绕 B 点 的 微小 转角 69, 和 0, 作为 广义 坐标 。 在 右边 杆 的 质量 中 心 处 
作用 有 铅 垂 方向 的 阶 牙 力 P。 求 系统 的 响应 。 

yl 
答案 : q(t) = | 0 
0 








0. 5000 一 0. 5387cos ot 十 0.038 69cos wst 
一 一 元 |0. 1666 一 0. 1133cos wt 0.083 31cos w+ 0.030 51cos wl 
0. 1133cos wt— 0.083 3lcos wt— 0.030 5lcos wt 
5. 17 如 习题 图 5-17 所 示 的 有 阻尼 质量 -弹簧 系统 。 若 加 一 ma 一 ms 一 MA 一色 
kk 二 ,各 质量 上 作用 有 外 力 FF 二 Fi 二 FF 一 Fsinwt (其 中 w 王 1.25 VE/m), 各 阶 正则 振 型 
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的 相对 阻尼 系数 Cn by = C=0. 01。 试用 振 型 到 加 法 求 各 质量 的 强迫 振动 稳 态 








响应 。 
0. 398 10. 911 
答案 :x 一 志 |0.717|sin(or 一 wp) 十 志 | 4.967 |sin(wt 一 gi) 

0. 894 一 8.752 
0. 064 

F . 

十 元 | 一 0. 080 | sin(wt 一 oa) 

0.035 


5.18 求 习 题 图 5-18 所 示 的 质量 -弹簧 系统 ,在 F100) 一 Foul) ,F(t) 二 Fs(1) 二 0， 
所 (二 一 Fou(t) 作 用 下 的 响应 。 设 吉 二 m2 二 ms 二 mi 二 mshi 二 二 ks 一 ku(t) 为 单位 








阶 跃 函数 。 

Xl 1. 4570(1 一 cos wi) 十 0.0429(1 一 cos oat) 
答案 zz | Fo 0. 6035(1 一 cos opt) 一 0. 1036(1 一 cos ait 
| k | 一 0. 6035(] 一 cos wzt) 十 0. 1036(1 一 cos wt) 

Xi — 1.4570(1 一 cos wt) — 0.0429(1— cos wt) 





Fi(D Fa 人 3 人 (0 FD) 
ee Kk en Ks ea ks; 一 














离散 系统 ( 即 有 限 自由 度 系统 ) 是 由 分 离 的 质量 弹簧 和 阻尼 元 件 构成 ,而 实际 的 振动 
系统 具有 分 布 的 质量 .弹性 和 阻尼 等 物理 参数 ,因而 称 为 连续 系统 (或 分 布 参数 系统 ) 。 在 
数学 上 ,离散 系统 表达 为 方程 数目 与 自由 度数 目 相 等 的 二 阶 常 微分 方程 组 ,而 连续 系统 需 
要 用 时 间 和 坐标 的 函数 来 描述 它 的 运动 状态 ,因而 得 到 的 系统 运动 方程 是 偏 微分 方程 。 
但 这 些 只 是 数学 模型 不 同 而 已 ,在 物理 本 质 上 并 无 区 别 ,离散 系统 和 连续 系统 具有 相同 的 
动力 特性 ,因而 连续 系统 的 振动 理论 在 概念 方面 严格 地 与 离散 系统 相似 。 若 把 一 个 连续 
系统 离散 为 一 个 有 限 单元 的 集合 , 便 成 了 离散 系统 。 反 之 ,离散 系统 的 极限 情况 就 是 连续 
系统 ,可见 离散 系统 是 连续 系统 的 近似 描述 , 据 此 可 以 说 明 连 续 系 统 具 有 无 限 多 的 自 
由 度 。 

在 研究 连续 系统 的 振动 时 ,假设 材料 是 均匀 连续 和 各 向 同性 的 ,并 在 弹性 范围 内 服从 
胡 克 (Hook) 定 理 , 这 些 都 是 建立 连续 系统 振动 理论 的 前 提 。 

连续 系统 的 偏 微分 振动 方程 只 在 一 些 比较 简单 的 特殊 情况 下 才能 求 得 解析 解 , 例 如 
均匀 的 弦 `. 杆 . 轴 和 梁 等 不 复杂 的 振动 问题 。 但 实际 问题 往往 是 复杂 的 ,并 不 能 归结 为 这 
些 简 单 的 情形 ,因而 常常 需要 离散 化 成 有 限 自 由 度 系统 进行 计算 。 


6.1 弦 的 横向 振动 


设 有 一 根 细 弦 张 紧 于 两 固定 点 之 间 , 两 固定 点 连 线 方向 取 为 x 轴 ( 向 右 为 正 ), 与 + 
轴 垂 直 的 方向 取 为 y 轴 ( 向 上 为 正 ) ,如 图 6.1-1(a) 所 示 。 弦 的 单位 长 度 质量 为 p(x) ,在 
横向 分 布 力 f(x, 4) 作用 下 作 横 向 振动 ,张力 为 T(x, 1) , 跨 长 为 工 , 弦 工 处 的 横向 位 移 函 
数 为 > 一 yCz, 1)。 取 微 段 弦 线 单元 体 dz 如 图 6.1-1(Cb) 所 示 ,假设 弦 作 微小 横向 振动 , 则 
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p(X), Tx) 
fx}dx 
oT7(x) 
om 
To [eco+raeedr 
| | 
x x+tdx 
(b) 
图 6.1-1 
由 牛顿 定律 得 
pod 0 > 一 f(r,t)drt (T+ 侈 dzjsin(e+ dx)— Tsin0 (6.1-1) 
考虑 到 微 振 动 的 假设 ,有 
Ox sin0 tang = > 
故 有 
9y oT oy oT og*y 2 Oy 
Ddr+ 了 (他 +5 rt 和 二 (7 一 了 学 
(6.1-2) 
消去 相应 项 ,并 不 计 dz 的 二 次 项 ,两 边 同时 除 以 dz 以 后 ,整理 得 
gy 9 gyY  _ 
o 元 ( 工 守 ) fxst) (0< 工 二 工 ) (6.1-3) 


式 中 ,po=poCz),T 一 Try by 一 yz 4)。 方程 (6.1-3) 为 弦 横 向 振动 的 偏 微分 方程 。 从 
图 6.1-1(a) 可 以 看 出 , 弦 在 两 端 处 的 位 移 为 零 , 即 
y(0,1) = y(L,t)=0 (6.1-4) 
式 (6.1-4) 通 常 称 为 边界 条 件 。 方 程 (6. 1-3) 和 式 (6. 1-4) 构 成 了 偏 微分 方程 的 边界 值 
问题 。 
车 弦 的 单位 长 度 质量 o(z) 一 o 一 常数 , 设 横向 位 移 yC(x, 为 小 量 , 弦 内 张力 工 可 以 
视 为 常量 , 则 方程 (6. 1-3) 简 化 为 











2 
po¥— TIY= = f(x,t) (6.1-5) 
如 果 f(x, 归 王 0, 则 弦 的 自由 振动 微分 方程 为 
2 2 


式 中 
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a=./+ (6.1-7) 
e 


这 里 a 表示 弹性 波 沿 弦 向 的 传播 速度 。 方 程 (6. 1-6) 通 常 称 为 波动 方程 。 

连续 系统 的 自由 振动 问题 同 离散 系统 的 自由 振动 问题 在 处 理 上 可 以 用 相同 的 方法 ， 
观察 弦 的 自由 振动 同样 可 以 发 现存 在 着 同步 运动 的 特征 , 即 在 运动 中 弱 线 的 位 移 的 一 般 
形状 不 随时 间 改 变 , 但 一 般 形 状 的 幅度 却 是 随时 间 而 改变 的 ,也 就 是 说 ,运动 中 终 的 各 点 
同时 到 达 最 大 幅 值 , 又 同时 通过 平衡 位 置 。 用 数学 的 语言 讲 , 措 述 弦 振 动 的 位 移 范 数 
y(x， 4) 在 时 间 和 空间 上 是 分 离 的 , 即 边 界 值 问题 的 解 可 以 写成 下 面 的 形式 

yrst) 一 Y(zr) 开 CD) (6.1-8) 

式 中 ,Y(z) 表 示 弦 的 振动 位 形 , 只 取决 于 变量 zx; 下 (b 表 示 弦 的 振动 规律 ,只 依赖 于 时 间 
1。 将 式 (6.1-8) 代 入 方程 (6. 1-6), 得 


1 dF 1 dY(z) 
Fl1) dz Yl(x) dx’ 


上 式 左 端 只 依赖 于 1, 右 端 只 依赖 于 +, 所 以 要 使 上 式 对 任意 的 + 和 x 都 成 立 , 必 然 是 二 者 
都 等 于 同一 常数 ,鉴于 5.2 节 中 导出 的 结果 ,用 一 表示 这 个 常数 , 则 由 方程 (6. 1-9) 得 到 
如 下 两 个 方程 为 





(6.1-9) 








2 
TD + F(t) 一 0 (6. 1-10) 
2 
和 十 Yoz) 一 0， B—- 0<zr<L) (6.1-11) 


方程 (6. 1-6) 为 偏 微分 方程 ,通过 采用 分 离 变量 法 ,将 其 转化 为 两 个 二 阶 常 微 分 方程 ,一 
个 是 关于 时 间 变 量 1 的 ,一 个 是 关于 空间 变量 x 的 。 
如 果 同 步 运 动 是 可 能 的 话 , 表 示 依 赖 时 间 的 函数 FF(1) 必 须 是 简 谐 的 。 可 见方 程 
(6. 1-10) 的 解 为 
Fl) = Asinwt + Beoswt = Csin(wt 十 9) (6.1-12) 
式 中 ,A,B( 或 C,p) 为 积分 常数 ,由 两 个 初始 条 件 >(z,0) 和 yCz,0) 来 确定 。 
设 方程 (6. 1-11) 的 解 为 
Ylx) = Dsin Bx + Ecos Bx (6.1-13) 
式 中 ,D,E 为 积分 常数 ,由 边界 条 件 y(0, ?和 y(L, 来 确定 。 由 边界 条 件 式 (6. 1-4) 
可 得 
Y(0) = Y(L)=0 (6.1-14) 
显然 对 不 同 的 边界 条 件 ,Y(z) 将 有 不 同 的 函数 形式 。 把 边界 条 件 式 (6. 1-14) 代 入 方程 
(6.1-13) 得 
E=0, Dasin 有 三 0 
上 式 中 ,D0 显然 不 是 振动 解 , 故 有 
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sin - 一 0 《6.1-15) 
这 就 是 苞 振 动 的 特征 方程 。 由 此 可 以 求 得 无 限 多 阶 固有 频率 。 由 式 (6.1-15) 得 
rra rr T ,, _ 
w= = Vi (7 = 1,2,°.°) (6. 1-16) 


式 中 ,频率 wi 称 为 基 频 ,或 基 谐 波 , 较 高 次 频率 w,(r 一 2,3,…) 称 为 高 次 谐 波 ,高 次 谐 波 是 
基 谐 波 的 整数 倍 。 对 应 于 无 限 多 阶 固有 频率 ,有 无 限 多 阶 固有 振 型 函数 , 即 把 
式 (6.1-16) 代 入 式 (6. 1-13) 得 





Y,(x) = sin 天 (r = 1,2,°) (6. 1-17) 


因为 振 型 只 确定 系统 中 各 点 振动 幅度 的 相对 值 ,不 能 唯一 地 确定 幅 值 的 大 小 , 故 其 表达 式 
无 需 再 带 常数 因子 。 
弦 对 应 于 各 阶 固 有 频率 的 固有 振动 为 


yx,t) 一 了 (CCZ) Ci) 一 
而 弦 的 任意 一 个 自由 振动 都 可 以 表示 为 这 些 固 有 振 型 的 释 加 , 即 有 





天 (6.1-18) 


yz,t) 一 2Y Cr)RF (CD = 2(4， sin wo + Bcoswt)sin 了 (6.1-19) 


以 上 的 一 一 些 特性 显然 是 和 多 自由 度 系统 相 一 致 的 ,只 不 过 离散 系统 的 固有 振 型 是 以 各 质 
点 之 间 的 振幅 比 来 表示 的 , 当 质 点 数 趋向 于 无 穷 时 ,各 质点 振幅 就 成 为 x 的 连续 函数 , 即 
为 连续 系统 中 的 振 型 函数 了 (xr), 可 见 离散 系统 所 描绘 的 固有 振 型 只 是 Y(x) 所 表达 的 真 
实 振 型 的 近似 解 。 

设 在 :一 0 的 初始 时 刻 , 有 








yx,0) = f(z), 人 = g(x) (6. 1-20) 
于 是 有 
y(x,0) = si = f(x) | 
， - (6.1-21) 
YF = DAwsin Fr = gc 
r=1 - 
三 角 隆 数 的 正 交 性 ,有 
了 、 0 《 s) 
| sin EXsin SA2 dx 一 | “天 (6. 1-22) 
4 L L L/2 (r=;) 
由 此 可 得 





-3 


iL 
A. 一 工 了 | g(r)sin dr (r=1,2,.) 
w, Ljo L 


(6.1-23) 
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可 见 , 在 方程 (6.1-19) 中 ,初始 条 件 决定 每 一 阶 固有 模 态 在 系统 中 的 贡献 。 也 就 是 说 , 张 
紧 弦 的 自由 振动 ,除了 基 频 振动 外 ,还 可 以 包含 谐 波 振动 。 而 在 振动 中 各 种 谐 波 的 出 现 与 
否 以 及 出 现 的 相对 大 小 取决 于 激励 条 件 。 

例 6.1-1 考虑 图 6.1-2(a) 所 示 的 两 端 固定 的 弦 。 求 振 动 的 前 三 阶 固 有 频率 和 相应 
的 固有 振 型 ,并 作出 振 型 图 。 


Yx) pT 
| L 一 | 








| 





六 (x) 


(a) 
LO 
Y,(x) 
节点 2x /了 
三 
(b) 








F(x) 





图 6.1-2 


解 : 将 r=1, 2, 3 代入 式 (6.1-16) 和 式 (6. 1-17), 得 


一 开 /I 
ww L 0 
_2x/T 
CU2 L p 
wo _3x /TT 
;一 区 /一 
LNop 

Y (zx) 一 sin 天 


yz) = sin 2 


2 


以 z 为 横 坐 标 ,Y(Cz) 为 纵 坐 标 , 可 作出 前 三 阶 固 有 振 型 如 图 6. 1-2Cb) 所 示 。 可 见 ,系统 
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各 阶 固 有 频率 值 由 低 到 高 成 倍增 长 ,相应 的 振 型 波形 逐渐 增多 ,振幅 为 零 的 点 称 为 节点 ， 
节点 数 随 阶 次 的 增加 而 逐一 增加 ,第 n 阶 固 有 振 型 有 nn 一 1 个 节点 。 

例 6.1-2 考虑 均匀 弦 在 +==0 和 >= 处 固定 的 特征 值 问题 ,证 明 特 征 函 数 Y.(Cz) 
和 Y.(z) 满 足 如 下 正 交 性 关系 : 





了 i ~ 
| oY, (Yr) dr = 6., | TOD DG od, Cys = 1,2,°) 
0 0 


dx dx 
式 中 ,6 为 克朗 尼 格 符号 。 
解 : 在 证 明 特 征 函 数 的 正 交 性 条 件 以 前 ,必须 按照 下 式 把 振 型 正则 化 


i 
| ordr = (r= 1,2,.) 





因此 ,把 Y,(x)==D,sin (7 一 1,2,…) 代 入 上 式 ,得 





L 加 LL 
epi| Sinz 天 Xx =3eD:| (1 一 cOS dz 























0 了 
1 2 sin(2rxr/DD NY)” 
=—F0D: (7 2rx/L ) | 一 1 
则 得 
~ /2 
一 pL (r 1,2， ) 
所 以 正则 振 型 成 为 
2 . rnz 
Y, (zx) aL I (r 1],2,.…) 
这 样 ,有 
上 2 六， rar snx 
| oY CDY, (ndr ?| sin 7 sin I d 
=+F| [ees (rs)nxr Cos Dr dr 
了 Jo L . L 
_1 [3 | 国 
L (rs)xr/L (r+ srxrx/L 0 
0 (人 5s) 
-5 一 | “天 (r,s—= 1,2,.…) 
1 (r= ;) 
同样 ,有 





dyY Cr) dY,(r) 了 2 rx 到 |. rar SAX 
| 下 让 Ts 


2 rryTrLL、 _  ， 一 2 
TT 工 on wi, (r,s = 1,2,.*) 
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这 里 需 注意 : 在 本 例 的 特殊 情况 中 ,特征 函数 Y, (zx) 满足 的 正 交 关 系 式 仅仅 是 普通 三 角 
函数 正 交 性 的 重复 。 然 而 ,在 本 质 上 特征 函数 的 正 交 性 是 一 般 的 ,而 系统 的 特征 函数 为 三 
角 函 数 是 非常 特殊 的 情况 。 

回想 离散 系统 ,同样 具有 振 型 的 正 交 性 ,同样 有 一 组 固有 频率 和 固有 振 型 来 表示 系统 
的 特征 。 至 此 ,除了 离散 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 是 有 


了 人 亲人 有 人 的 间 上 和 因 有 报关 了 人 外， 叶 -、、、 
离散 系统 和 连续 系统 的 相似 性 便 完备 了 。 上 





例 6.1-3 设 张 紧 弦 在 初始 时 刻 将 中 点 拨 至 图 6.1.3 “ 也 “ 
所 示 位 置 ,然后 无 初速 地 释放 , 求 弦 的 自由 振动 。 图 6.1-3 
解 : 令 表示 弦 在 中 点 的 位 移 ,初始 条 件 是 
Jj.0) = [人 OrELD) goyGz0) 0 
2h(1—x/L) (L/2 之 x 所 1 上) ot 
故 有 


A, =0 (r= 1,2,.…) 
B, = 


1L72 1 
2 | hx sin 22 dz 1 | 2 (1 一 天 jsin dz | 
L 2 - 








L 0 L L L 
_1 (7 为 偶数 ) 
上 (一 二 (为 奇数 ) 
因此 , 弦 的 自由 振动 可 以 表达 为 





0 ne EV ep 





设 r==2n 十 1, 上 式 可 以 写成 


8h C1) .2nd lxr Cat Dr /I 
yx,t) 元 2 ton 1 sin cos I 0 





6.2 杆 的 纵向 振动 


本 节 考 察 杆 的 纵向 振动 。 讨 论 中 假设 杆 的 横 截 面 在 振动 时 始终 保持 为 平面 作 整 体 运 
动 ,并 且 略 去 杆 维 向 伸缩 引起 的 横向 变形 。 

设 杆 的 单位 体积 质量 为 cCz), 杆 长 为 工 ,截面 舱 为 A(z), 弹 性 模 量 为 正 。 杆 受 分 布 力 
了 (x,t) 作 用 作 纵 向 振动 ,如 图 6.2-1(a) 所 了 示 。 以 wz 表示 x 截面 的 位 移 , 它 是 截面 位 
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置 x 和 时 间 + 的 二 元 函数 。 取 微 段 dz, 如 图 6.2-1(b) 所 示 , 纵 向 应 变 为 


十 Qu dz —u 
ox 








四 四 ou 本 
e 于 区 (6.2-1) 
0 _ 
在 x 和 x 十 dx 两 截面 上 的 内 力 分 别 为 N 和 N 十 5 全 dr, 截面 内 力 表示 为 
N(xst) = ACO)E: = ACDE YE (6. 2-2) 


截面 内 力 是 x ,i 的 函数 。 


ft) 





fo Dx 
oN. 





























根据 牛顿 运动 定律 可 得 
pz)ACzr)d7z Ou 二 f(x,t)dx 十 NN 十 9N gx —N 
of” or 
= f(D drt+ Ndr (6. 2-3) 
or 
或 
2 
p(TACr) TEEAz) |= flxst) (6.2-4) 
上 式 为 杆 纵 向 振动 的 偏 微 分 方程 。 
若 杆 的 单位 体积 质量 p(x)= 二 p= 二 常数 ,截面 积 A(x)= 二 A= 常 数 , 则 方程 (6. 2-4) 简 
化 为 
Ou gu 1 _ 
0 9 = far) (6.2-5) 
如 果 jzbi 王 0, 则 杆 的 纵向 自由 振动 的 偏 微 分 方程 为 
Ou 四 2 Ou _ 
J 了 (6.2-6) 
式 中 
a = VE7o (6.2-7) 


方程 (6. 2-6 ) 与 方程 (6.1-6) 具 有 相同 的 形式 。a 表示 弹性 纵波 沿 z 轴 的 传播 速度 。 求 解 
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方程 (6.2-6) 同 样 需要 两 个 初始 条 件 和 两 个 边界 条 件 。 
仍然 采用 分 离 变量 法 ,将 u(x ,1) 表 示 为 





u(xst) = UCPFO) (6.2-8) 
可 得 类 似 方程 (6. 1-10) 和 方程 (6. 1-11) 的 常 微分 方程 组 , 解 分 别 为 
F(1) = Asinwi+t Beoswt {6.2-9) 
U(x) = Csin 2 H Deos 2 (6. 2-10) 
a 


式 中 ,待定 常数 A,B 由 两 个 初始 条 件 决定 ,C,D 由 两 个 端点 的 边界 条 件 决定 。 
现在 着 重 讨 论 端 点 边界 条 件 对 固有 频率 和 固有 振 型 的 影响 。 
(1) 两 端 固定 的 杆 
固定 端的 变形 必须 为 零 , 所 以 固定 端的 边界 条 件 为 








U(0)=U(L)=0 (6 
由 此 得 杆 的 固有 频率 为 
w= E/E (1,2,.) (6 
LNop 
相应 的 振 型 函数 为 
U,(x) = sin (r = 1,2,.) (6 


(2) 两 端 自由 的 杆 
月 由 端的 应 力 必 须 为 零 , 故 由 应 力 和 应 变 的 关系 ,得 自由 端的 边界 条 件 为 
dUCzr) _ dUCz) 














本 |， 二 一 0 (6. 
由 此 得 
C=0, 2 Dsin 风 - = 0 
从 后 面 一 个 方程 可 得 
一 0 或 sin 一 0 
a 
这 对 应 于 w=0 杆 作 刚体 纵向 平 动 , 故 杆 的 固有 频率 为 
= 至 二 (Cr 一 2， (6. 
相应 的 振 型 函数 为 
U(x) = cos 了 (r= 1,2,.…) (6 





(3) 一 端 固定 一 端 自 由 的 杆 
这 时 ,边界 条 件 为 


.2-11) 


.2-12) 


.2-13) 


2-14) 


2-15) 


.2-16) 





dU(x) 














U(0) = 0， 一 0 (6.2-17) 
dx el 
由 此 得 
D=0, Ccos 人 =0 
a a 
此 时 频率 方程 为 
cos 时 一 0 
u 
故 杆 的 固有 频率 为 
w= lr /EE (1,2,..) 《6.2-18) 
2 L p 
相应 的 振 型 亢 数 为 
2 一 1 区 、 _ 
U,(x) = sin( 2 ) (r= 1,2,.) (6.2-19) 


两 端 固定 的 杆 . 两 端 自 由 的 杆 和 一 端 固定 一 端 自由 的 杆 的 前 三 阶 固 有 振 型 图 如 
图 6.2-2(a)，(b),(c) 所 示 。 
































6.2-2 


例 6.2-1 求 如 图 6.2-3 所 示 的 上 端 固定 下 端 有 一 附加 质量 M 的 等 直 杆 作 纵向 振动 
的 固有 频率 和 振 型 盖 数 。 
解 : 上 端 固定 ,其 边界 条 件 为 
ul(0,1) 二 0 或 U(0)==0 
下 端 具 有 附加 质量 M, 在 振动 时 产生 对 杆 端的 惯性 力 , 故 端点 的 边界 条 
件 为 


9u(L,t) Mo ACT 


EA 本 
ox of 











考虑 到 
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2 2 
du) dUODFG), Pu) ep) FD -usUCL)EFCD 
or dx OF - 
故 有 
dx 
代入 方程 (6. 2-10) ,得 
D=0, EA = Mo sin wl 
a 


代入 到 三 下 /po 整理 后 得 
oAL _ wl el 


上 式 为 系统 的 特征 方程 ,左边 为 杆 的 质量 与 附加 质量 的 比值 ,给 定 比值 后 ,不 难 找到 各 个 
固有 频率 w, 的 数值 解 , 也 可 以 用 作 图 求 出 。 
设 质 量 比 pAL/M 二 1,8 二 wL/a, 则 特征 方程 简化 为 





tanp = 1 


b 
然后 作出 tan 8 和 1/8 两 个 图 形 如 图 6. 2-4 所 示 , 得 到 两 个 图 形 的 交点 Bi ,Pp，…, 便 可 求 
出 各 阶 固有 频率 。 由 图 6. 2-4 得 

B = 0.86, B, = 3.43 


wi -人 一 0, 2 IE 
Ba 3.43 下 0 
2 L L p 


与 一 端 固定 一 端 自由 的 等 直 杆 比较 ,显然 由 于 杆 
下 端 有 附加 质量 ,增加 了 系统 的 质量 ,从 而 使 固有 
频率 明显 地 降低 。 

如 果 杆 的 质量 相对 附加 质量 很 小 ,pAL/M<1,B, 亦 为 小 值 ,可 近似 地 取 tan BA， 
因此 特征 方程 可 以 简化 为 














ta 广 一 一 上 -一 一 一 一 一 


图 
他 
te 
1 
C3 


; AL 
2 OAL 
Bi M 


-他 AL 路 天 
~ 工 M 


式 中 ,k= 二 EA/L 为 不 计 本 身 质量 时 杆 的 抗 拉 刚 度 ,M 为 附加 质量 。 这 一 结果 与 单 自由 度 
系统 的 结果 相同 ,说 明 在 计算 基 频 时 ,如 果 杆 本 身 质量 比 悬 挂 的 质量 小 得 多 时 ,可 以 忽略 


由 此 计算 得 基 频 
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杆 的 质量 。 例 如 pAL/M 二 1/10 时 ,误差 仅 为 1. 25%。 
进一步 的 近似 可 以 取 tan BB 十 及 /3, 这 时 ,有 


0+ 人 -= 避 








AM 
即 有 
_ /oeAL/M 
A 1 十 BI/3 
将 第 - -次 的 近似 81 二 pAL/M 代入 上 式 , 可 得 
8 = pAL/M pAL 
| 1+pAL/3M M+ pAL/3 


所 以 基 频 w 为 


a pAL EAJL /kk 
®! ME AL73 一 MIPpAL/3 NMT+poAL/3 


上 式 就 是 将 杆 质量 的 1 吉 到 质证 MX 上 所 得 的 于 内 系统 的 固有 频率 计算 公式 , 它 和 
瑞 利 法 所 得 的 结果 一 致 。 例 如 杆 的 质量 等 于 附加 质量 M 时 ,有 








误差 仅 为 0.7%。 可 以 说 ,只 要 杆 的 质量 不 大 于 附加 质量 ,那么 在 实际 应 用 中 据 此 计算 基 
频 已 经 足够 准确 了 。 


例 6.2-2 求 如 图 6.2-5 所 示 的 一 端 固定 一 端 弹性 支承 的 杆 作 纵向 振动 的 固有 频率 








和 振 型 函数 。 pp 
解 : 左 端 固定 ,其 边界 条 件 为 ww 
U(0)=0 P 


右 端 连接 刚度 为 的 弹簧 ,其 边界 条 件 为 轴 力 
等 于 负 的 弹性 力 , 即 





EA SUC) — RUCL) 
dr 
代入 方程 (6. 2-10) ,得 
D=0, EA 2cos =— psin 
a a a 
由 此 得 
tanlwL/a) _ FA 
wL /a EL 
令 a 二 一 EA/kL, 则 
tan(wL /a) 


w/a 





”第 6 章 连续 系统 的 振动 | 181 


对 应 于 给 定 的 a 值 ,不 难 找 到 各 个 固有 频率 w, 的 数值 解 ,而 与 各 个 w 相应 的 振 型 兄 数 为 
U Cr) = sin ~ (r = 1,2,.) 





例 6.2-3 如 图 6.2-6 所 示 的 一 端 固定 一 端 自由 的 均 质 杆 。 设 在 自由 端 作用 一 个 轴 
向 力 下 ,在 t=0 时 释放 。 求 杆 的 运动 u(x,t), 
解 : 由 前 面 的 讨论 知 ,一端 固定 一 端 自由 的 杆 的 固有 Ed 


频率 和 振 型 函数 为 村 一 一 一 一 
“7 FE 图 6.2-6 
-i? (7 = 1,2,..) 
U,(x) = sin (TF - 


2 L 
由 式 (6. 2-8) 得 
u(x,t) =U(r)F() 


_ /2r—lxr (2r CO— 1)xat (2r Oo— 1)xat 
-Dsin( 2 I ) (Asin 7 十 B,cos i ) 
常数 A, 和 B, 决定 于 初始 条 件 


u(xz,0) = 











Fr u(r,0) 
EA ot 
第 一 个 条 件 给 出 了 1 二 0 时 是 均匀 初始 应 变 ; 因 在 1 二 0 时 释放 此 力 , 所 以 第 二 个 条 件 表示 
初始 速度 为 零 。 由 第 二 个 初始 条 件 得 





一 0 


A,=0 
故 杆 的 位 移 u(x,t) 可 以 表示 为 


u(xz,t) 一 Dsin(*F 至 )B,eos (2r— Lrat 


A 2 2L 
由 第 一 个 初始 条 件 得 





= PBs sin 人 
1)x 


用 sin 儿科 以 上 式 的 两 边 ,考虑 到 二 角 湖 数 的 正 交 性 ,在 0<x<L 上 积分 ,可 得 
B, 的 值 ,有 
dr 





(2r— 1)rxr | Fr . (2r— 1)xr 
2 — 
B.|. Sn 2 4 EA 2L 


由 上 述 频 率 方程 可 得 
B, = 


所 以 杆 的 纵向 运动 为 


8FL 加 
1 
Gr REA 了 
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| _ 8FL (一 1) in (2r 一 1 )T (2r— 1)xat 
“TD) i > PE 2 Ll 
在 自由 端 = 革 处 振幅 最 大 , 即 
8FL (Dr Cr Dx 8FL 1 1 
S 一 1 oo. 
-中 sin 2 人 十 言 二 下 十 ……】 
8FLx FL 
TEA 8 EA 


这 正 是 杆 在 静 拉力 下 作用 下 自由 端的 位 移 ， 
6.3” 轴 的 担 转 振动 


考虑 图 6.3-1(a) 所 示 的 圆 轴 扭转 振动 。 除 了 理想 的 弹性 体 假设 外 ,假设 轴 的 横 截 面 
在 扭转 振动 中 仍 保持 为 平面 作 整体 运动 , 即 忽略 扭转 振动 时 截面 的 竹 曲 。 


xDdx 





0M 
~ M, C Mi+ 3 dx 











(a) {b) 
图 6.3-1 


设 轴 的 单位 体积 质量 为 p(x), 轴 长 为 上 ,单位 长 度 的 转动 惯量 为 1(x) ,前 切 弹性 模 量 
为 C, 截 面 的 极 惯性 矩 为 J, (x)。 以 9(r,) 表 示 x 截面 的 角 位 移 , 设 轴 在 分 布 扭转 矩 
jz 作用 下 作 捏 转 振动 . 取 微 段 dr ,由 材料 力学 知 , 轴 的 扭转 应 变 为 99/9x ,而 作用 于 微 
段 dz 两 侧 截 面 上 的 扭矩 分 别 为 


M, = GJ (zx) 区 20 ， 


M, + Sedr = GJ, (x) 于 十 也 5 Gy， Cx 7) 2 dx 
如 图 6. 3-1(b) 所 示 。 列 出 这 一 微 段 的 运 a 动 逢 分 方 可， 可 得 


ICz)dr 5 2 = f(rDdr+M,. +o 








dr—M. (6. 3-1) 
整理 得 
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1(7) - 了 二 让 [9 (x) |= flr,t) (6. 3-2) 


二 寺 轴 加 负 受 外 加 分 布吉 生 作 用 时 , 轴 扭 转 振动 的 偏 微 分 方程 。 


若 单 位 长 度 的 转动 惯量 I(x) 二 1 二 常数 ,单位 体积 的 质量 p(x) 一 p 王 常数 ,截面 极 惯 
性 矩 J (zx) 二 J 二 常数 , 且 有 了 二 p 本 。 则 方程 (6. 3-2) 简 化 为 























020 jj, 90 _ 
I GT fr) (6. 3-3) 
考虑 扭转 自由 振动 , 令 f(z, 四) 二 0, 有 
00 _ ,., 9:0 _ 
l= Gl, (6. 3-4) 
或 
D20 » O°0 _ 
J (6. 3-5) 
式 中 
G/p (6. 3-6) 


此 处 a 表示 剪 切 弹性 波 沿 x 轴 的 传播 速度 。 可 见 轴 的 扭转 振动 和 弦 的 横向 振动 以 及 杆 的 
纵向 振动 具有 同一 形式 的 微分 方程 。 其 解 为 

pri 一 BCr)EFCD = (Csin 空 十 Deos 空 )(4Asinwl + Beoswt) (6.3-7) 
式 中 同样 有 决定 于 边界 条 件 和 初始 条 件 的 四 个 待定 常数 A,B,C,D。 求 轴 扭 转 振动 的 固 
有 频率 和 振 型 函数 的 方法 与 上 两 节 完 全 相同 ,需要 利用 边界 条 件 解 出 C 和 DD 或 一 个 常数 


和 国有 频率 ,其 边界 条 件 与 杆 的 纵向 振动 相似 ,有 
固定 端 0(0,1) = 0, 0(L,t)=0 




















ls 9 9 0 ， 
自由 端 Ce | 一 0， OC 2 | _ 0 
9 dr 
弹性 载荷 .0(0,7) = 0 | (EL GE 
O° 9 、 0 站 To » 、 9 - 
惯性 载荷 7 4 | = G], Ox 2 | ， 0(x 2 | =— G6], OCx .1) 
dX or - or 二 
(6.3-8) 


其 中 ,k, 为 扭转 弹簧 刚度 。 
因为 系统 是 线性 的 , 故 系统 的 全 解 是 由 无 限 阶 固 有 模 态 全 加 而 成 , 即 


0(xr,t) 一 > (c, sin “二 十 了 ， cos eT ) (A， sin wt + B,cos w,t) (6.3-9) 


其 模 态 是 由 边界 条 件 决定 的 。 现 在 来 讨论 如 何 根据 振动 的 初始 条 件 决定 其 余 两 个 待定 常 
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数 ,从 而 确定 系统 对 初始 条 件 的 响应 。 给 定 初始 条 件 为 


Ox.0) = flr), blxr,0) = g(r) (6.3-10) 
则 有 


f(x) = > (Csin 2 + Dcos 2 )B， | 


(6.3-11) 





g(x) = 5 (Csin 全 F D,cos 2 jaa| 

解 这 两 个 联 立方 程式 即 可 确定 积分 常数 A, 和 B,, 代 回 方程 (6. 3-9) ,结合 系统 的 固有 频 
率 w, 和 模 态 函数 8,(x), 便 求 得 系统 的 位 移 响 应 。 

例 6.3-1 设 轴 的 一 端 固定 , 另 一 端 附 有 圆 盘 ,如 图 6. 3-2 所 示 , 圆 盘 的 转动 惯量 为 





TI。 试 考察 系统 的 扭 振 固 有 频率 与 振 型 吨 数 。 
1 解 : 设 轴 的 扭转 可 表示 为 
Gp 0x,1t) = OX)F() 
且 有 
一 < 一 | F(t1) = Asin wt Beoswt 
图 6.3-2 


Q(xr) = Csin 全 十 Deos 空 
轴 在 固定 端的 边界 条 件 为 
60(0,1) = 二 0 或 BO) 一 0 
轴 在 工 端的 边界 条 件 可 由 工 端 截面 的 扭矩 等 于 圆 盘 的 惯性 力矩 得 出 


oa0(Lst) OUL,D) = ‘7 dBGL) 
?9x I of 或 Cj dx 








GJ w IO(L) 


因此 有 


D=0, Geceos = wlsin 
a a a 
注意 到 a? 二 G/p, 把 上 式 写 成 
BtanB= a 
上 式 为 轴 系 的 特征 方程 。 其 中 





wL -J 
B= a ” “= 


这 里 a 的 物理 意义 为 轴 的 转动 惯量 与 圆 盘 的 转动 惯量 之 比 。 对 于 给 定 的 a 值 ,不 难 找 出 
轴 系 固有 频率 的 数值 解 。 在 实用 上 ,通常 基 频 振动 最 为 重要 ,所 以 根据 轴 系 的 特征 方程 ， 
给 出 了 对 应 于 不 同 a 值 所 求 得 的 基本 特征 值 8, ,如 表 6. 3-1 所 示 。 





表 6.3-1 基本 特征 值 81 随 a 值 的 变化 量 值 


























如 果 a 值 很 小 , 即 轴 的 转动 惯量 与 圆 盘 的 转动 惯量 之 比 很 小 ,可 以 近似 地 取 
tan BB , 轴 系 的 特征 方程 简化 为 


Ck 


a - (7. - 6 

思 二 开 党 一 \/ 人 = ' 
式 中 ,二 GJ,/L 为 轴 的 扭转 弹性 刚度 。 上 式 就 是 略 去 轴 的 质量 后 所 得 单 自由 度 系 统 的 
周 有 频 率 公式 。 可 以 看 到 , 当 a==0.3 时 ,由 上 式 给 出 的 固有 频率 近似 值 的 误差 约 为 5%。 
如 果 轴 的 转动 惯量 与 圆 盘 的 转动 惯量 差不多 ,可 用 2. 3 节 所 述 的 瑞 利 法 ,将 轴 转 动 惯量 的 
1/3 加 到 圆 盘 的 转动 惯量 ! 上 ,再 按 单 自 由 度 系 统计 算 基 频 , 可 得 较 好 的 近似 值 。 例 如 当 


a 二 1] 时 ,有 
= ko = GJ IL 
™ T4173 T+ pLJ,/3 


用 上 式 计算 所 得 基 频 近似 值 的 误差 还 不 到 1%。 
例 6.3-2 如 图 6.3-3 所 示 的 等 直 圆 轴 ,长 为 二 ,以 等 角速度 w 转动 , 某 瞬 时 左 端 突然 
国定 , 求 轴 的 扭转 振动 响应 。 Gp 
解 : 一 端 固定 一 端 自由 的 圆 轴 的 边界 条 件 为 =====: 把 
0(0,1) 二 0 或 8(0)= 二 0 0 ® 


L 
90(LD) dO) 
72 一 0 或 dx 0 图 6.3-3 


对 于 给 定 的 边界 条 件 , 由 式 (6.3-7) 可 得 


D=-0，%ccos 呈 -0 
[2 wu 

















i 





| 





因而 得 频率 方程 (或 特征 方程) 为 cos 全 一 0, 即 有 


wl _ (2r— 1)x 
a 2 





(r= 1,2,.) 


,由 式 (6.3-9) 得 


ro Dr (2r— 1)xat ， (2r— 1)xat 
0(Xx,1) 一 2 sin 元 (Asin 2 H+ B,cos 元 ) 


对 于 ww, 一 
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式 中 ,常数 A, 和 B, 决定 于 初始 条 件 


(Xx,0) 一 0， 
将 其 代 和 人 位 移 响 应 表达 式 , 得 


， “= DA 


将 上 式 两 边 同时 前 乘 以 sin 区 -天 x ,并 滑 轴 全 长 积分 ,利用 固有 振 型 的 正 交 性 , 解 出 





0(z;0) =w 


工 ， 
B.=0 二 1)ra in (2r— 1)xx 


2L 2L 











8 ... 
A (2r—1) ra 人 
代入 扭转 振动 响应 0(z, 羽 表达 式 , 得 
_ 8wL ~ 1 . (2r— lrxr . (2r— 1)xat 
0(x,1) a 2 Car sn 2 sin 27 


综 上 所 述 , 弦 的 横向 振动 、 杆 的 纵向 振动 和 轴 的 扭转 振动 具有 同一 形式 的 波动 方程 。 
它们 的 运动 具有 相同 的 规律 ,如 表 6. 3-2 所 示 。 


表 6.3-2 弦 . 杆 . 轴 的 振动 






























































弦 的 横向 振动 杆 的 纵向 振动 轴 的 扭转 振动 
EE 弹性 模 量 G 前 切 弹 性 模 量 
个 - 
物理 参数 的 人 截面 积 了 截面 极 惯性 矩 
A o 密度 2 密度 
并 截面 处 位 移 y 横向 位 移 | 纵向 位 移 转角 
工 截 面 处 力 0y Dy 、 dy 
(或 扭矩 ) 了 EA | GJ 
波 速 a Vv T/p VE/p VG/p 
运动 微分 方程 2 一 0 
or 7 
y(x,t) 一 wz 一 Sy, CF 
通 解 r=l r -1 
F,(D=A,sinwttBcoswt, Y,(x)=C,sin er +D,cos 2 
两 端 固定 两 端 自由 一 端 固定 一 端 自 由 
、 dY (x) _dY(x) _ dY (zx) 
边界 条 件 Y(0)=Y(L)=0 TT | Te | =0 | YO- 一 0 
固有 频率 or = (r=1,2, 
| | 
振 型 函数 Y, (x)=sin TF Y,(x) cos 下 Yn -sin( TF) 
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6.4 梁 的 弯曲 振动 


细 长 杆 作 垂直 于 轴线 方向 的 振动 时 ,其 主要 变形 形式 是 梁 的 弯曲 变形 ,通常 称 为 横向 
振动 或 弯曲 振动 。 下 面 讨 论 的 梁 的 弯曲 振动 限于 这 样 的 条 件 : 梁 各 截面 的 中 心 轴 在 同一 
平面 内 , 且 在 此 平面 内 作 弯 曲 振动 ,在 振动 过 程 中 仍 应 用 平面 假设 ,不 计 转 动 惯 量 和 剪 切 
变形 的 影响 ,同时 截面 绕 中 心 轴 的 转动 与 横向 位 移 相 比 可 以 忽略 不 计 。 

以 y(Cz' 轧 表示 梁 的 横向 位 移 , 它 是 截面 位 置 x 和 时 间 t 的 二 元 函数 ,以 f(x,t) 表 示 
作用 于 梁 上 的 单位 长 度 的 横向 力 。 系 统 的 参数 是 单位 体积 质量 o(x), 横 截面 积 4(z), 弯 
曲 刚度 EJ(x), 这 里 巨 为 弹性 模 量 ,J (xz) 为 横 截 面 对 和 殿 直 于 x 和 yy 轴 且 通过 横 截 面 形 心 
的 轴 的 惯性 矩 ,如 图 6.4-1(a) 所 示 。 取 微 段 dr, 如 图 6.4-1(b) 所 示 , 用 Q(x,t) 表 示 剪 切 
力 , MKCz 昌 表示 弯 矩 。 






























PX),AWOEAx) fn fo Ddx 
" Nt {tt A000 
tt {tt M(x,t) Coe0+ 
2 
DUALVv.7 
- | dx 一- 3 QD Maen) a 
Lo -| 
(a) (b) 
6.4-1 
铅 垂 y 方 向 的 运动 方程 为 
pV A dr ED 一 Q— (Q+ Sadr)t fradr (6.4-1) 
简化 后 得 
oz)4(z) 2- 这 二 5 一 = f(r,t) (6. 4-2) 
由 于 忽略 截面 转动 的 影响 , 微 段 的 转动 方程 为 
(M+ odr)—M- (Q+: Sdr)dr+ f(z,Ddr =0 (6. 4-3) 
略 去 包含 dz 的 二 次 项 ,方程 (6. 4-3) 简 化 为 
Q= 2 (6. 4-4) 


代入 方程 (6. 4-2) 得 
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?> 外 








poCz)A(Cz) TY+TE = fx,t) (6. 4-5) 
在 整个 区 间 中 必须 满足 上 式 。 让 材 料 几 学 知识 算 和 近 度 有 如 下 疾 系 臣 
MrzD 二 ES C1) oY) (6. 4-6) 
ox” 
将 式 (6.4-6) 代 入 方程 (6. 4-5) 得 
PVA ED + 2 EI Cr DE |]= Fr (6.4-7) 


这 就 是 梁 横 向 振动 的 偏 微 分 方程 ,其 中 包含 四 阶 空间 导数 和 二 阶 时 间 导 数 。 求 解 该 方程 ， 
需要 两 个 初始 条 件 和 四 个 边界 条 件 。 下 面 列 出 常见 的 边界 条 件 : 
(1) 固定 端 : 位 移 和 转角 等 于 零 , 即 


yr,t) 一 0， 22Cz 0) 
9x 





=0 (x 二 0 或 +=1) (6. 4-8) 
(2) 匀 支 端 : 位 移 和 弯 算 等于零 , 即 

yr,t) 一 0， EJ (x) MED 一 0 (r+==0 或 x 二 上) (6.4-9) 
(3) 自由 端 : 弯 矩 和 剪 力 等 于 零 , 即 


EJ (x) SXF 一 0， [EJ Cx ) 5 |= 0 (x 二 0 或 +=L) 
ox 元 Ox 








(6.4-10) 
这 里 对 位 移 和 转角 的 限制 属于 几何 边界 条 件 , 对 剪 力 和 弯 矩 的 限制 属于 力 的 边界 条 
件 。 此 外 ,还 有 其 他 的 一 些 边界 条 件 ,如 端点 有 弹簧 支承 或 有 集中 质量 等 。 
若 f(x,?) 二 0, 即 为 梁 的 自由 振动 的 偏 微分 方程 








O92 y(x,t) ozy(Czt)] _ 
oz)A(z ) 2 十 [EJ (x) 于 |=。 (6.4-11) 
此 时 方程 (6.4-11) 的 解 对 空间 和 时 间 是 分 离 的 , 令 
yrst) = YC FPF) (6. 4-12) 
将 式 (6.4-12) 代 入 方程 (6. 4-11), 同 前 面 波动 方程 的 讨论 一 样 , 可 得 
2 
d 和 十 weFGD) =0 (6. 4-13) 
A eB xz) 和 Hp ADYD 一 0 (Or<L) 6.414) 
根据 前 面 的 分 析 ,方程 (6.4-13) 的 通 解 为 简 谐 函数 


F(t) = Asinwt+ Beoswt = Csin(wi 十 gp) (6.4-15) 
式 中 ,A 和 B 为 积分 常数 ,由 两 个 初始 条 件 确 定 。 通 过 解 方程 (6. 4-14) 可 以 得 到 振 型 函 
数 的 一 般 表 达 式 ,这 里 振 型 消 数 Y(x) 必 须 满足 相应 的 边界 条 件 。 把 方程 (6.4-12) 代 入 方 
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程 (6.4-8) 一 方程 (6.4-10), 并 消去 依赖 时 间 的 函数 , 便 得 到 以 下 几 种 边界 条 件 的 振 型 
函数 。 














固定 端 
YD 0， 和 一 0 (xr 一 0 或 zx 一) (6. 4-16) 

贸 支 端 
YCm 一 0， 思 CS 一 0 (一 0 或 工 一 (6.4-17) 

自由 端 
本 Cr) HYG = 0， |=0 (x=0 或 z= (6. 4-18) 


若 单位 体积 质量 p(x)= 二 po 二 常数 , 横 截 面积 A(x) 二 A 二 和 常数 , 模 截 面 对 中 心 主轴 的 惯 
性 矩 jz) 王 了 一 常数 , 则 方程 (6.4-14) 简 化 为 








二 一 BYCz) 一 0 (6.4-19) 
式 中 
8' 一 等 从 (6. 4-20) 
方程 (6.4-19) 是 一 个 四 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 。 设 其 解 为 
Yl(rx)= e” (6.4-21) 
代入 方程 (6. 4-19) 得 特征 方程 
sp'=0 (6. 4-22) 
四 个 特征 根 为 
$12 一 土 B， ww， 二 土 座 (6. 4-23) 
故 方程 (6. 4-19) 的 解 为 
Y(z) = Die” 十 De 十 Dept + Die (6. 4-24) 
ec 一 chpzr 士 shpz， ee = cosBr tisin px 
( 注 : 常用 的 双 曲 函数 公式 为 th 7 一 时 ,ch?x shi?x=1, sh 0=0,ch 0=1, 地 sh 工 一 
chz, chr—shr.) 
可 将 上 述 解 改写 为 
Y(Cz) = 一 Cisinpxz 十 Cocospz 十 Cashpzr 十 CochpBz (6.4-25) 


这 就 是 粱 振动 的 振 型 函数 ,其 中 Ci ,C: ,C;,C; 为 积分 常数 ,可 以 用 四 个 边界 条 件 来 确定 其 
中 三 个 积分 常数 (或 四 个 常数 的 相对 比值 ) 及 导出 特征 方程 ,从 而 确定 梁 弯 曲 振动 的 固有 
频率 w 和 振 型 消 数 Y(x)。 
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将 式 (6.4-25) 和 式 (6.4-15) 代 回 式 (6. 4-12), 即 得 等 截面 均 质 梁 的 固有 振动 为 
yz = (CisnBriCcosBriCshBrti+CchBr)(Asinowt Beoswit) 


或 者 写 为 


(6. 4-26) 


yr1t) = (CisinBri+CcosBri+ CshpBritCchBr)sin(wt 十 p) (6.4-27) 
式 中 有 Ci ,Cz ,C3 ,Cs,w 和 og 六 个 待定 常数 。 因 为 梁 每 个 端点 有 两 个 边界 条 件 , 共 有 四 个 


边界 条 件 ,加 上 两 个 振动 初始 条 件 ,恰好 可 以 决定 六 个 未 知 数 。 
现在 着 重 讨 论 等 截面 均 质 梁 窒 曲 振 动 的 固有 频率 和 固有 振 型 。 








(1) 简 支 梁 
简 支 梁 的 边界 条 件 为 
yO) 20, dSYOO)_ 0, yd -0 dr -0 
dx” dz? 
将 第 一 组 边界 条 件 代入 式 (6. 4-25) 及 其 二 阶 导数 ,得 


C=(C,=0 

又 将 第 二 组 边界 条 件 代入 式 (6.4-25) 及 其 二 阶 导数 ,得 
CisinBL+CshBL =0 
—CsinBL+CshBL = 0 

因为 当 BL 关 0 时 ,sh 8L 天 0, 故 得 





C=0 
于 是 ,特征 方程 为 
snBL 一 0 

它 的 根 为 

BL 一 rm (r= 1,2,.) 
由 此 得 特征 值 为 

B, = (r= 1,2,.) 
与 此 相应 的 固有 频率 为 

w 5 pr (r = 1,2,°) 

相应 的 振 型 函数 为 





Y,(x) = Csin Bx 一 Cusin (r = 1,2,") 


(6. 4-28) 


(6.4-29) 


(6. 4-30) 


(6. 4-31) 


因为 振 型 只 确定 系统 中 各 点 振幅 的 相对 值 ,不 能 唯一 地 确定 幅 值 的 大 小 , 故 其 表达 式 无 需 


再 带 常数 因子 , 则 其 振 型 函数 表 为 
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Y,(x) = sin 天 (r= 1,2,.) (6. 4-32) 
(2) 固 支 梁 
固 支 梁 的 边界 条 件 为 
Y(0) =0,， 0, YL)-0 dU) 0 
dx dx 


将 第 一 组 边界 条 件 代 入 式 (6.4-25) 及 其 一 阶 导 数 , 得 
Ct+C =0, C+++C=0 
故 有 
C; 一 一 C， Ci 一 一 Ci 
再 将 第 二 组 边界 条 件 代 人 式 (6.4-25) 及 其 一 阶 导 数 , 可 得 
(shBL— sinBL)Cs+ (chBL— cosBL)C, 一 0 
(chBL— cosBL)Cs++ (shBL + sinBL)C, = ,| 
若 上 式 对 C; 和 C, 有 非 零 解 , 则 它 的 系数 行列 式 必须 为 零 , 即 
shpL—sinBL chBL— cosBL 
chpBlL—cospBL shpBL + sinBL 


(6. 4-33) 


区 


展开 上 式 , 考 虑 到 
ch’BL — sh’*BL = 1, sin’pL+cosBL=1 
简化 后 得 特征 方程 
cos BLchBL = 1 (6.4-34) 
上 式 的 零 解 8 二 0, 对 应 于 系统 的 静止 状态 , 故 舍 去 。 可 用 数值 解法 求 得 这 一 超越 方程 最 
低 几 个 特征 根 ,如 表 6. 4-1 所 示 。 


表 6.4-! 固 支 梁 的 前 几 个 特征 根植 






BL 
10.996 


BL 
14. 137 








对 应 于 ”之 2 的 各 个 特征 根 可 足够 准确 地 取 为 


BL 一 (rt) (7r 一 2 3 4，…) (6. 4-35) 


梁 的 固有 频率 相应 地 为 





EJ .. -~ 
or 一 悄 oA 玉 1,2,3…) (6. 4-36) 
把 C= 一 G3 和 CC; 二 一 C 代 入 式 (6.4-25), 得 振 型 函数 为 


Y,(7x)= CG | sh Bz 一 cos BT 十 (sh Bx — sin Br) | (6.4-37) 
4 
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式 中 ,比值 C;/C, 可 由 式 (6.4-33) 中 任 选 一 个 式 子 求 出 ,有 
_ /CY __chBL— cosBL sh BL 十 sin BL 
» = (&) 











GG) shBL— sinpL chBL cosBL (6. 4-38) 
代入 前 式 得 
Yr) = ClchBr 一 cosp YshBr — sinBr)] (6. 4-39) 
显然 常数 C, 取 不 同 的 值 并 不 影响 振动 形态 ,内 此 可 取 C, 王 1, 有 
Yr) = chpr cosBr — y,(shpBr— sinBr) (6. 4-40) 
(3) 悬臂 梁 
莽 辟 梁 的 边界 条 件 为 
ro 2 RP- 
将 第 一 组 边界 条 件 代 入 式 (6.4-25) 及 其 一 阶 导 数 ,得 
Ca =—C, C=—C, 


利用 这 一 结果 ,并 把 第 二 组 边界 条 件 代 入 式 (6. 4-25) 的 第 二 阶 和 第 三 阶 导 数 ,得 
(shBL + sinBL)Cs 十 (ch BL 十 cos BL)C, = ol 
(chBL + cosBL)C; + (shBL — sin BL)C, = 0] 
这 是 两 个 C: 和 C 的 代数 联 立 方程 ,具有 非 零 解 的 条 件 为 
shB8L+sinBl chplL 十 cospL 
chpL TcospL shpL 一 SinpL 
上 式 经 展开 并 化 简 后 得 频率 方程 为 
cos BLch BL 一 一 1 (6. 4-42) 
这 就 是 悬臂 梁 弯 曲 振动 的 特征 方程 。 这 一 方程 的 根 也 可 用 作 图 法 求 出 ,将 上 式 改写 成 


(6. 4-41) 


1 
cosBL = ch BL 


以 BL 为 横 坐 标 ,作出 cos BL 和 一 1/ch BL 的 曲线 ,如 图 6. 4-2 所 示 。 两 曲线 各 个 交点 的 
横 坐 标 值 就 是 特征 方程 的 根 , 如 表 6. 4-2 所 示 。 








6. 4-2 
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表 6.4-2 悬 禹 梁 的 前 几 个 特征 根 什 











BL (一 到 jx (r = 4,5,6,.) (6. 4-43) 
相应 地 ,悬臂 梁 的 固有 频率 为 


[EJ 
w, = 8? (r= 1,2,3,.) (6. 4-44) 
B oA 





求 得 各 个 特征 根 后 ,由 式 (6.4-41) 可 确定 系数 C, 和 CG, 的 比值 








_ /Csy _ chpL+tcosBhL sh BL 一 sin BL _ 
5 (a ) sh BL + sin BL ch BL 十 cos BL 《6. 4-45) 
故 与 w 相 应 的 振 型 范 数 可 取 为 
Y,(7Xx) 一 chpBz 一 cospBz 十 6(shpz 一 snpz) (6. 4-46) 


前 面 讨论 了 等 截面 均 质 梁 弯曲 振动 的 三 种 上 典型 边界 条 件 的 情形 ,常见 的 还 有 自由 梁 、 
铵 支 - 固 支 粱 和 匀 支 -自由 梁 , 下 面 对 其 作 简 要 的 介绍 。 
(4) 自由 梁 
两 端 自由 梁 的 频率 方程 为 
cos BLch BL = 1 《6.4-47) 


其 特征 根 如 表 6. 4-3 所 示 。 
表 6.4-3 自由 梁 的 前 几 个 特征 根 值 








另外 ,自由 梁 还 有 B6 二 0 的 二 重 特征 根 ,它们 分 别 对 应 于 自由 梁 的 两 种 横向 刚体 运动 ， 
在 对 称 面 内 铅 垂 平 动 和 绕 重心 的 转动 。 


BL = (7 十 喜 )x (7 = 2,3,4,.) (6. 4-48) 


还 需 指 出 ,虽然 自由 梁 与 圈 支 梁 有 相同 的 弯曲 振动 回 有 频率 ,但 是 它们 相应 的 振 型 函数 却 
是 不 同 的 。 


Y,(x) = ch Bx eospxr YCsh Bx sin Bx) (6.4-49) 
(5) 匀 支 - 固 支 梁 
一 端 匀 支 一 端 固定 的 梁 的 频率 方程 为 
tan BL = th BL (6.4-50) 


其 特征 根 如 表 6.4-4 所 示 。 
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表 6.4-4 匀 支 - 固 支 梁 的 前 几 个 特征 根 值 
BL 
10. 210 















BL ~ (二 于 jx (二 1,2,3，…) (6.4-51) 
J, 1a. shpL . _ 
Y,(x) = sh pz < BLS™ Bx (6.4-52) 


(6) 铵 支 - 自 由 梁 
一 端 铵 支 -- 端 月 由 的 梁 的 频率 方程 为 
tan BL = th BL (6.4-53) 
其 特征 根 如 表 6.4-5 所 示 。 


表 6.4-5 匀 支 -自由 梁 的 前 几 个 特征 根 值 






BL 
10.210 





这 里 显然 应 有 8 二 0 对 应 于 定 轴 转 动 的 刚体 振 型 。 





BL ~ (十 于 jz (二 1,2,3，…) (6.4-54) 
Y, (xz) = hp t sinBe (6. 4-55) 
显然 可 见 , 虽 然 铵 支 - 固 支 梁 和 匀 支 -自由 梁 具有 相同 的 弯曲 振动 固有 频率 ,但 其 振 型 隐 数 
却 不 相同 。 
关于 简 支 梁 、 固 支 梁 .及 臂 梁 、 自 由 梁 、 贸 支 - 周 支 梁 和 匀 支 -自由 梁 的 前 三 阶 振 型 函数 
示 于 图 6. 4-3。 显 然 求 出 BL 后 ,固有 频率 均 可 用 式 (6.4-20) 计 算 。 








第 一 阶 振 型 


图 6.4-3 
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虽然 从 特征 方程 可 得 出 无 穷 多 个 特征 值 及 其 振 型 哆 数 ,但 应 该 指出 ,由 于 简单 梁 理论 
的 局 限 性 ,高 阶 振 型 愈 来 愈 不 正确 。 这 是 因为 节点 数 随 着 振 型 的 增加 而 增加 ,所 以 节点 间 
的 距离 相应 地 减 小 , 梁 单元 剪 切 变形 和 转动 惯量 的 影响 就 愈加 不 能 忽略 。 

前 面 讨论 了 六 种 不 同 边 界 条 件 下 的 等 截面 均 质 梁 弯 曲 振动 的 固有 频率 和 振 型 函数 ， 
表 6. 4-6 类 比 了 这 六 种 情形 。 


表 6.4-6 等 截面 均 质 梁 的 弯曲 振动 




























































































物理 参数 | y 王 y(x;,t) 横 向 位 移 ,J 截面 惯性 矩 ,I 梁 长 ,FEF 弹性 模 基 ,A 横 截 面积 ,o 单 位 体积 质量 
运 到 Fy av， 一 E 
运动 方程 5 一 4 oA 
十 
通 解 y(xst) = 2 Yn 一 ZY nA, sin wt 十 B, cos wt) 
Y,(x) = CsinBxt+ CcosBrtCshBrt CchpBr, Bl= w/a 
HR /ET 
固有 频率 -入 ~ 入 V 开 ,BL 
固 支 梁 自由 梁 悬臂 梁 
2 3 
yc0) 0 YO), EYO 0 FYO | yo 0 YO 
边界 条 件 dx dz dr dx 
ya 0 YD | YD dy | EY dYCDD , 
“ ” dx dz “ dz dx? ” dr: 
特征 方程 I cos Ach A=1 cos Ach A= 1 cos Ach A= 一 1 
4.730 7.853 10.996 4.730 7.853 10.996 1.875 4.694 7.855 
。 .85 . 四 网 .875 4. . 
1 ( 零 频 率 除 外 ) 
特征 根 X A (二 二】 r 之 2 1 A <(r 一 工 ) 六 之 4 
2 和 sa (十 5 )x, 六 之 2 2 1 
ch Br 一 cos Br ch Bx teos Bx ch Bx — eos Bx 
振 型 函数 Bb hb | Bb Bb | Bb B 
二 Y,(sh Bx — sin Bz) 十 y,(sh Bx tsin Bx) +é (shpBr— sinBr) 
简 支 梁 贸 支 - 固 支 梁 贸 支 -自由 梁 
2 2 2 
Y(0)=0,， dY 0 -0 Y(0)=0. YO -0 | yo)=0， 叶 0) 一 0 
、 dz dx dz 
边界 条 件 dzY(L) dY (1) d:Y(L) dY(L) 
Y()=0, i = YU)=0. TH =0 0 0 
特征 方程 sinA=0 th 一 tanA thA=tanA 
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续 表 
简 支 梁 铵 支 - 固 支 粱 匀 支 -自由 梁 








3.927 7.069 10.210 
3.927 7.069 10.210 


特征 根 和 rr r=1,2, 1 《 零 频率 除外 ? 
A (ri) r=1,2," 1 
1 (rt 二 jr r=1,2 





























2 A . sha, . ~ sha, . 
振 型 函数 sin 本 sh 8B.2 Sosin B.7 sh Bx + sin Bx 
注 : ch A,— cosA, sh 人 十 sin ay ch 十 cosh sh 一 sin 和 hr 


sh 一 Sin A, ch 一 coOShA sh 和 十 sin hr ch 和 十 cosh 
例 6.4-1 等 截面 均 质 悬臂 梁 的 自由 端 加 上 横向 弹性 支承 ,其 弹簧 刚度 为 &, 如 
图 6.4-4 所 示 。 试 导出 系统 的 频率 方程 。 


解 : 取 固 支 端 作为 坐标 系 Ozy 的 原点 ,由 固 支 端的 
边界 条 件 ,有 





| 


C; =—C,, Ci = 一 CC 
在 弹性 支承 端 , 弯 矩 为 零 ,而 剪 力 就 等 于 弹性 力 。 考 虑 到 
图 6.4-4 弹性 力 是 恢复 力 , 并 且 其 方向 按 截面 前 力 的 正 负 号 规定 。 
当 Y(L) 为 正 时 ,弹性 力 向 下 ,作为 剪 力 应 取 正 号 ;反之 ， 
当 Y() 为 负 时 ,弹性 力 向 上 ,作为 前 力 应 取 负 号 。 故 弹性 支承 端的 边界 条 件 为 


d:Y(zx) diY(x) 
dr? | 0, EJ dr’ 


将 其 代入 式 (6.4-25) 的 二 阶 和 三 阶 导数 式 中 ,得 
(shpBL++sinBL)Cs+ (chBL+ecosBL)C = 0 
LEJB’ (ch BL + cosBL)—k(shBL — sinBL)JG, 
二 [EJB’ (sh BL 一 sinBL)—k(chBL— cosBL)JC =0 
上 述 代数 联 立方 程 具有 非 零 解 的 条 件 为 
EJ1p (shi BL — sin’BL)— kl(shBL + sinBL)(ch BL — cos BL) 
— EIB’ (chBL++cosBL)*+k(chBL+cecosBL)(shBL— sinBL)=0 











_ ,= kY(L) 


化 简 后 得 
EJB’(1+chpBLeosBL)+Ek(chBLsinBL — shBLeosBL)=0 
或 写 为 
k _,s l1+ chBLeos BL 
EJ B ch BL sin BL — sh BLceos BL 
上 式 即 为 所 求 的 频率 方程 。 
注意 到 , 当 &==0 时 ,上 式 转 化 为 








第 6 章 连续 系统 的 报 动 | 197 | 








1 十 chpLcecosB 王 0 
它 是 悬臂 梁 的 频率 方程 。 又 当 k&->o0 时 ,弹性 支承 就 相当 于 铵 支 端 ,此 时 ,上 式 转 化 为 
chBLsinBL— shpLeosBL=0 
或 
th BL = tan BL 

这 就 是 一 端 固定 一 端 匀 支 的 梁 的 弯曲 振动 的 频率 方程 。 

例 6.4-2 设 在 悬臂 梁 的 自由 端 附加 一 集中 质量 M, 如 图 6.4-5 所 示 。 试 求 其 频率 
方程 。 了 . 

解 : 取 固 支 端 作为 坐标 系 Ory 的 原点 。 假 设 附加 Eee 一心 四 
质量 可 以 视 为 质点 ,那么 在 梁 的 xz= 上 人 截面 处 弯 香 为 零 ， 一 -一 一 一 | 








而 剪 力 就 是 质量 M 的 惯性 力 , 可 表示 为 图 6.4-5 
M TED = Mau: y(tL,t) 


按 截面 剪 力 的 正 负 规 定 ( 图 6. 4-1(b)), 当 惯性 力 为 正 时 ,作为 前 力 应 取 负 号 ;反之 , 当 惯 
性 力 为 负 时 ,作为 前 力 应 取 正 号 。 故 梁 附 加 质量 端的 边界 条 件 为 
dyYGdD) -0， EJ SYU.) xc - 

dx 
于 是 ,可 求 得 频率 方程 为 

Mo ,s 1+ ch BLeos BL 

EJ Bp ch BL sin BL — sh BLeos BL 
令 M/pAL 二 aya 的 物理 意义 为 附加 质量 与 梁 质量 之 比 。 再 考虑 到 


RAT apALw” 1 
EJ EJ “6 





一 Mo Y(L) 








将 其 代入 频率 方程 ,可 得 

1 ch BLeos BL 
ch BL sin BL — sh BLeos BL 

例 6.4-3 一 长 度 为 荆 的 简 支 粱 , 受 强度 为 w 的 均 布 载荷 产生 挠 曲 , 如 图 6. 4-6 所 
示 。 如 果 载 荷 移 去 , 求 梁 的 响应 。 


aLB = 














， ， 解 : 简 支 梁 横 向 自由 振动 的 解 为 
ED ,4 人 yoL) 一 Ssin Asin wt 十 B,cos wt) 
a- L | ! 
| 式 中 ,A, 和 B, 由 初始 条 件 确定 。 设 在 ;一 0 时 ,初始 挠 度 和 
图 6.4-6 初始 速度 为 


yz,0) = DB,sin FE = fl7), 2 -= DA -sin T= g(x) 
r=1 - 








B, = 于 | fons 
根据 题 意 , 当 1 二 0 时 ,初始 位 移 为 


I 
A, = 二 | g(x)sin TTdr 
wb Jo I 





了 














y(Czry0) = f(x) = FE 7 2Lx” 十 2 二) 
初始 速度 为 
9y(x,0) yy 四 
3 SC) 0 
由 此 初始 条 件 得 
2fr 3 | 4 .rr 2wL'! 1 一 cosrr 
A, 0， 也， | 37ET (Lr—2L7r’ 7x)sin T dx Ej 


所 以 梁 振 动 的 响应 为 


、 4 
yr,t) = > 2 和 ee rn) in 下 COS wt 一 这 全 2 三 sin cos wt 











6.5 ” 振 型 函数 的 正 交 性 


同 有 限 自由 度 系 统一 样 , 连 续 系 统 也 存在 固有 振 型 的 正 交 性 这 一 重要 特性 。 从 前 面 
的 讨论 可 以 看 到 ,一 些 简 单 情形 下 的 振 型 函数 是 三 角 函 数 , 它 们 的 正 交 性 是 显然 的 ,而 在 
另 一 些 情形 下 得 到 的 振 型 函数 还 包含 双 曲 肾 数 ,它们 的 正 交 性 以 及 更 一 般 情 形 下 振 型 函 
数 的 正 交 性 尚 待 进一步 说 明 。 下 面 仅 以 梁 弯 曲 振动 的 振 型 函数 论证 其 正 交 性 。 

设 Y,(x) 和 YY.(x) 分 别 代表 对 应 于 r 阶 和 s 阶 问 有 频率 w, 和 w, 的 两 个 不 同 阶 的 振 型 
函数 。 它 们 必然 满足 方程 (6.4-14), 即 














2 2 
fz|E Cx) 4 |= azo(z)ACz)Y Crz) (0 一 工 扎 工 ) (6.5-1) 
dx dx 
2 2 . 
年 | 已 (x) 9 = wso(z)ACz)YCz) (0<xr<iL) (6.5-2) 
d d 
用 Y,(z) 乘 方程 (6.5-1) ,并 在 梁 全 长 上 进行 积分 ,和 
d d? YC ) 
| ez | EJ Cx zx) 2 dx 
2 - 
=|r cn 攻 {EJ Cx ,a [Er ) | I 
0 








d:Y,(x) d:Y,(x) 


十 | Ex) dz 
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a 
= pTIACTY, Cr)Y, (x)dr (6.5-3) 
0 
用 Y, (x) 乘 方程 (6.5-2), 并 在 梁 全 长 上 进行 积分 ,得 
了 2 2 
| Y,(7) 后 [可 cm d de 














dd 2 
dY CT rdy Cr) deY, C72)! 
= dz ] | dr EID dr | 
dY,(xr) d:Y, (x) 
+| Br ) dz dz dr 
= | pACOY, DY, (dr (6.5-4) 


将 上 面 两 式 相 减 得 


(wi 一 oo (Cr)A(Cz)Y Cx)Y, Cr)dr 


d d:Y, Cr) - dy (x) d:Y, Cx) | 
| | EIB 7) dr: 1) | dx Ellr ) dz | 0 


d YC7) 711 
一 位 (on EB 二 | 


实际 上 , 式 (6.5-5) 等 号 右边 是 x 二 0 和 一 工 的 端点 边界 条 件 。 对 于 固 支 端 、 匀 支 端 和 自 
由 端的 任 一 组 合 而 成 的 梁 , 上 式 等 号 右边 都 等 于 堆 。 内 此 ， 方程 (6. 5-5) 可 以 化 为 











- dY, (x) d:Y,(x) 711! 
; 
i dx Ej x) dz | 


0 





(6.5-5) 


0 





(wi 一 下 pT)ACY, Cr)Y Crz)dzr = 0 (6.5-6) 
按照 假设 ,Y,(x) 和 Y,(x) 是 对 应 于 不 同 固有 频率 的 振 型 清 数 (r 关 5s,w, 了 关 w,;), 由 此 得 出 
| pCXIACTY, (TY (r)dr 0 (r 关 5) {6.5-7) 


所 以 , 振 型 孙 数 Y,(xr) 和 Y,(x) 关 于 质量 p(x)A(x) 是 正 交 的 ,这 也 就 是 简单 支承 条 件 下 
梁 的 振 型 函数 关于 质量 的 正 交 条 件 。 

另 一 方面 ,考虑 振 型 陋 数 关于 刚度 EJ (x) 的 正 交 性 。 为 此 ,把 方程 (6. 5-7) 代 入 方程 
(6.5-3), 得 





d: d:Y,(x) 
一 一 
|Y. 二 | EJ (x 工 ) 一 jd 0 (r 关 $5) (6.5-8) 


对 于 固 支 端 、 贸 支 端 和 自由 端的 任 一 组 合 的 梁 , 振 卉 也 数 关于 刚度 Jj(x) 的 正 交 条 件 可 
用 更 方便 的 形式 表示 , 即 

| 可 cr 二 ar 二 0 (r 关 5) (6.5-9) 
由 此 可 见 , 梁 弯曲 振动 的 振 型 函数 关于 刚度 EJ(x) 的 正 交 性 ,实际 上 是 振 型 函数 的 二 阶 
导数 所 具有 的 正 交 性 。 
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当 r==s 时 , 式 (6.5-5) 自 然 满足 ,而 积分 式 (6.5-7) 在 一 般 情况 下 是 一 个 正 值 , 据 此 可 
以 进行 振 型 函数 的 正则 化 ,; 取 Y,(x) 和 Y,(x) 为 正则 振 型 畏 数 , 则 有 
| oD A Y, RY, Cr dr = 86, (r,s= 1,2,°) (6. 5-10) 


式 中 ,6 为 克朗 尼 格 6 符号 。 如 果 按 式 (6.5-9) 对 振 型 函数 进行 正则 化 , 则 从 方程 (6. 5-3) 
可 得 


L 2 2 、 
| [本 cn SS |dr = eid, (Cros = 1,2,0) (6.5-11) 
0 dx dx 


当 梁 在 z= 上 处 具有 刚度 为 的 弹性 支承 时 ,边界 条 件 为 





2 2 . 
Ej | =0, EBT | 一 他 (L) (6.5-12) 
将 式 (6.5-12) 代 入 式 (6.5-5) 和 式 (6. 5-3) 得 
了 
| eHACOY, CoDYCzdr 一 0 (Cr 天 5) (6.5-13) 











a 2 2 
| 本 cm AY DO AY DI 二 Ay CDYC 一 0 (7F¥8) (6.5-14) 
0 dx dx 
又 当 梁 在 x==L 处 具有 附加 质量 M 时 ,边界 条 件 为 
2 2 
EJ(r) dD) ~0, 4 [El Cx) d Fe || =— Mo'Y(L) (6,5-15) 
dz z=L. dr dx zl 


将 式 (6.5-15) 代 入 式 (6. 5-5) 和 式 (6. 5-3) 得 
L 
| pzZ)ACz)YCz)YCz)dz 十 MY (I)Y(L)=0 Cr 和 3) (6.5-16) 
0 


了 2 2 
| 本 Cr dT D0 (A) (6. 5-17) 
0 dx dz 


由 此 可 见 , 对 于 弹性 支承 端 情形 与 附加 质量 端 情形 ,其 振 型 函数 的 正 交 性 分 别 由 
式 (6.5-13)、 式 (6.5-14) 和 式 (6.5-16)、 式 (6.5-17) 表 示 。 在 这 种 情况 下 类 似 于 方程 
(6.5-10) 给 出 的 正则 化 步 又 仍 可 应 用 。 





6.6 连续 系统 的 响应 振 型 二 加 法 


在 第 5 章 中 讨论 离散 系统 的 响应 时 采用 了 振 型 全 加法。 利用 系统 的 振 型 矩阵 进行 坐 
标 变换 ,可 以 将 系统 相互 耦合 的 物理 坐标 运动 方程 变换 成 解 耦 的 固有 坐标 运动 方程 ,从 而 
使 多 自由 度 系统 的 响应 分 析 问 题 按 多 个 单 自 由 度 系统 的 问题 分 别 来 处 理 。 对 于 具有 无 限 
多 个 自由 度 的 连续 系统 ,也 可 以 用 类 似 的 方法 来 分 析 系 统 的 响应 。 为 此 ,只 要 把 连续 系统 
的 位 移 表示 成 振 型 函数 的 级 数 , 并 利用 振 型 函数 的 正 交 性 ,将 系统 物理 坐标 的 偏 微分 方程 








变换 成 一 系列 固有 坐标 的 二 阶 常 微分 方程 组 。 这样 ,就 可 以 按 一 系列 单 自 由 度 系 统 的 问 
题 来 处 理 了 ,还 可 以 方便 地 得 出 系统 对 初始 激励 .外 部 激励 或 既 有 初始 激励 又 有 外 部 激励 
的 响应 。 

下 面 以 梁 的 弯曲 振动 为 例 说 明 振 型 释 加 法 在 连续 系统 中 的 应 用 。 设 有 弯曲 刚度 为 
EJ(x) ,单位 体积 质量 为 p(x), 横 截面 积 为 A(x) 的 梁 , 在 分 布 载荷 7 全 的 作用 下 作 当 
曲 振动 。 梁 弯曲 振动 的 微分 方程 为 


pIACT) FD + | BJ ca SD]= f Cx) (6.6-1) 


这 个 非 齐 次 偏 微 分 方程 的 全 解 同 样 包含 两 部 分 : 一 部 分 是 对 应 于 齐 次 方程 的 通 解 ,相当 
于 自由 振动 的 解 , 只 要 给 定 初始 条 件 , 即 可 求 得 相应 的 响应 ; 另 一 部 分 是 对 应 于 非 齐 次 项 
的 特 解 ,在 给 四 了 (x, 四 后 ,可 求 得 激励 的 响应 。 

设 在 给 定 边界 条 件 下 的 固有 频率 为 w，, 相 应 的 振 型 函数 为 Y.(z), 引 进 正则 坐标 
要因 拓 胃 加 让 可 允 方 各 6.6. 全 这 办 条 件 的 负 ylxst) 变 换 为 


yrst) = DY, (xr)g, lt) (6. 6-2) 
r= 1 
将 式 (6.6-2) 代 入 方程 (6. 6-1) ,得 
DewanY, Cn), 中 + 刀 直 二 [可 cz x) 


方程 (6. 6-3) 两 边 同 乘 以 Y,(x), 在 整个 区 间 (0 过 x 二 L) 内 积分 ,并 考虑 正 交 条 件 
式 (6.5-10) 和 式 (6.5-11) ,得 独立 的 常 微分 方程 组 为 
YFog(t) = QU (r= 1,2,.) (6.6-4) 


dyY, 3 | = fx) (6.6-3) 
de 





式 中 
工 
Q, (1) =- |. Crit)Y CCz)dr (r=1,2,.) (6.6-5) 


Q,( 四 定义 为 对 应 于 广义 坐标 (正则 坐标 )g, (四 的 广义 力 。 


方程 (6. 6-4) 和 受 外 部 激励 的 无 阻尼 单 自由 度 系统 的 运动 微分 方程 形式 完全 相同 ， 
故 其 响应 可 写成 如 下 的 一 般 形式 


g,.(1) 一 +| Q, tsin w(t— rt dr gocos wt + 2sin wt (6.6-6) 
CrJ 0 cur 


式 中 ,go 和 do 分 别 表示 广义 坐标 和 广义 速度 的 初始 值 , 可 以 用 已 知 初始 条 件 代 入 
式 (6.6-2) 计 算 。 
设 :一 0 时 ,有 初始 条 件 


y(Cz;0) = > YiCz)dq (0) = > YCz)go = f(7) (6.6-7a) 
r=1 r 一 】 
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9y(x,0) _ ~ . - ， 
= 2 Y,(x)G.00) 一 SY dn = g(x) (6.6-7b) 


将 上 面 两 式 两 边 乘 以 o(Cz)A(z)y,(Cz) ,在 梁 全 长 进行 积分 ,并 利用 正 交 条 件 式 (6.5-10)， 
可 得 
qn 一 | oC A FY, Crpdr， gw 一 | oACD EY, Cdr (r= 1,2,*) 
(6.6-8) 
将 式 (6.6-6) 代 人 式 (6.6-2) 得 出 系统 的 一 般 响应 为 
yr,t) 一 >Y, Cn) | 二 -| Q,(r)sin or 人 一 r)dr 十 gocos cort + esin wt | (6.6-9) 
上 式 中 的 后 两 项 是 系统 对 初始 条 件 的 响应 ， 前 面 带 有 积分 的 项 为 系统 对 任意 激励 的 响应 。 
其 中 w 和 Y,(z) 可 根据 给 定 边界 条 件 的 梁 的 特征 值 问题 求 出 ,Q. (rz) 由 给 定 的 分 布 力 


FCz 昌 从 式 (6.6-5) 求 出 ,ge 和 ao 则 由 给 定 的 初始 条 件 从 式 (6.6-8) 求 出 。 
独立 的 常 微 分 方程 组 (6. 6-4) 也 可 用 拉 格 朗 日 方程 导出 。 首 先 计 算 系 统 的 动能 为 


1 全 dy(xrD 
T = 刻 | .pA()| 2 学 党 | dx 


L 一 一 
到 | PVAD DY DG DI DY CGD) dr 
0 一 + 一 


15 0D4， | pO ADY, HY, Cx) dr 


r 一 ] s=1 
-二 co) (6. 6-10) 


系统 的 势能 为 








fs 0) (2 Tn) 





= 二 Dua of Ej Cx) 和 村 d dz 
r=1 ;= 
0 (6. 6-11) 
后 计算 对 应 义 坐 标 gq, (1) 的 广义 力 。 因 虚 位 移 为 
8y = DY, (x)6g,(1) (6.6-12) 


梁 的 分 布 载荷 /(x,t) 在 上 述 虚 位 移 所 做 的 让 功 为 
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L - L 
aw =| fr [DY, 8960) dr = Dag | frrdY, Ce) dx 
9 r=1 r=1 0 


= >)Q,(1) 59,07) (6. 6-13) 
r=1 
式 中 ,Q,() 为 广义 力 , 即 有 
L 
Q. CD =| frDY, (rdr (r=1,2,.) (6. 6-14) 


上 式 即 为 式 (6. 6-5)。 若 f(x,t) 不 是 分 布 力 , 而 是 在 梁 x; 处 有 集中 力 P; 和 在 梁 x; 处 有 集 
中 弯 和 矩 M 时 , 虚 功 为 
3W = Pi8y + M8 (>)= SPY, rd) + HM, Tg, 0 (6.6-15) 
故 在 集中 力 和 集中 尊 逢 作用 下 的 广义 力 为 
QD PY) TM A C= 1,2,0) (6. 6-16) 


将 上 面 得 到 的 动能 TT 势能 U 以 及 广义 力 Q, 的 表达 式 代入 拉 格 朗 日 方程 得 








d /9T\y oT oU _ _ 
吕 ( 二 + (6.6-17) 
可 得 广义 坐标 g, (1) 的 运动 微分 方程 
TD) Fg lt) = QD (r= 1,2,.) (6. 6-18) 


即 为 式 (6.6-4) 。 

例 6.6-1 在 等 截面 均 质 简 支 粱 上 作用 的 分 布 力 函数 为 f(x,t) 二 fou(t), 其 中 fo 为 
一 常量 ,xz(b 为 单位 阶 牙 函数 。 试 求 初始 条 件 为 零 时 ,系统 的 响应 。 

解 : 由 式 (6.4-30) 和 式 (6.4-32) 可 知 等 截面 均 质 简 支 粱 的 固有 频率 和 振 型 郴 数 为 
2 下 Y, (x) = sin FE (r= 1,2,0) 
由 式 (6. 5-10) 对 振 型 函数 进行 正则 化 , 即 令 


上 
| pAY(xr)dr 一 1] (r=1,2,..…) 
9 








CO 一 





则 有 





2 
aA| sin2 TE dr PAL 


2 . rx .. 
Y,(x) VaALS™ I (r= 1,2,.…) 


由 广义 力 Q. (0) 的 表达 式 (6. 6-5) 求 得 广义 力 为 


得 正则 振 型 函数 为 
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一 六 . / 2 | rax 
Q(t) 一 | faut DY, Cd = foult) aAL ,Sin I dx 


2 LL 
oAL r 


Q,(1) = 2f, re Ln) (一 1 3， 95，…) 


这 意味 着 在 ~ 为 偶数 时 ,对 应 振 型 丽 数 的 广义 力 为 零 。 由 于 ao 一 do 二 0, 故 由 
式 (6.6-6) 得 


gq, (1) = 二 | Q, (Tsin w(t — rdr = lp | 2 L | iusin wt — Ddr 
CU 0 人 oAL 扩 开 JU 


_2f,。 /2 L 
i aAL rx! COS wt ) 


代入 式 (6.6-9) 得 系统 的 响应 


_ 4 方太 Ns 1 in nx -ww /El 
y(rx;t) 一 XE 2 Mn i 人 cos 3 a! ) 


当 为 偶数 时 ， 相应 的 振 型 对 于 2 二 /2 点 是 反对 称 的 ,由 于 外 部 激励 是 均匀 分 布 力 , 因 
而 是 对 称 的 ,所 以 反对 称 振 型 不 可 能 被 激发 。 故 上 式 可 以 改写 为 


yCz,D = 4 > sin (I cs 加， 
式 中 各 项 与 (2r 一 1); 成 反比 ,因此 取 第 一 项 已 与 精确 结果 相当 接近 ,可 见 第 一 振 型 是 非 党 
重要 的 一 个 振 型 。 

例 6.6-2 试 求 图 6. 6-1 所 示 的 简 支 梁 在 x 一 x 处 有 一 集中 的 简 谐 激 励 F, sinwt 作 
用 下 的 响应 。 ， 

解 : 由 例 6.6-1 知 简 支 梁 的 正则 振 型 函数 为 


2 大工 L 
Y,(x) nAL Ti | 加 | 


作用 于 x 二 xz 处 的 集中 力 Fusin wt 可 表示 为 6.6-1 
zi) 一 Fosincmt1G(Cz 一) 
式 中 6(Cz 一 z) 为 8 函数 。 于 是 广义 力 Q. (Co 为 


L 2 | . rnx 
Q, (1) Te 二 ,Sin wid X1)sin dx 


< F,sin 





= foutlt) 二 (1 一 cos rr) (r=1,2,.…) 


简化 为 

















Fosinct 
EJ,p,A 










四 








-sin wt 





2 I 
结果 与 直接 应 用 式 (6. 6-16) 所 得 的 结果 相同 。 所 以 广义 坐标 9, 7) 的 运动 微分 方 
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2 2 . rnx! . 
Q(t) TT wrq,(i) ALF sin TL sinwt 


由 于 gw 一 gw 一 0, 故 由 式 (6. 6-6) 得 





程 为 





CD = 工 | aosinwd 一 Ddr 
CorJ 0 


_ 工 rmxl i ， 
一 /| 一 一 Fosin | sin arsin w(t — r)dr 
wy Pr L Jo 
四 Fo, ra 。 wv. 
VT Ti 二 (own LL (sin wt — Esin wr) 


代入 式 (6.6-9), 求 得 系统 响应 








y(X,1) 一 





2F, rar .rar oo 
2 wr Ty >" LL "LL (sin wt sin et) 


此 即 梁 的 物理 坐标 的 响应 
例 6.6-3 设 在 例 6.6-2 中 ,正弦 力 以 等 速 v 移 动 , 即 有 x 二 vi。 求 梁 的 响应 
解 : 梁 的 固有 频率 和 振 型 函数 均 同 例 6. 6-2。 不 同 的 是 ,将 作用 于 x 二 vt 处 的 集中 
力 Fosin wt 借助 于 6 涌 数 可 统一 地 表示 为 分 布 力 , 即 
rt) = Fosinwtd(r Oo vt) 
于 是 广义 力 为 


上 L 
Q_ Cn) =| /CDY, (dr 一 LE) Sin oid Cr — ve)sin dz 


2 . rnvt . 
一 ,| 一 一 Fosin 一 一 Sin oot 
pAL L 


令 z. 一 rru/ 工 , 则 有 


下 
oSIn pr: tsinwt 一 


-一 一 下 
AL VE 
故 广义 坐标 g, (1) 的 运动 微分 方程 为 


Q,(1) = 





[cos(p, — w)t— cos(p, + w)t | 











。。 2 F, 
g(t) T+ wgq(t) = [cos(p,— w)t— cos(p, tw)t] 
VaoAL 
上 述 方程 对 应 零 初 始 条 件 的 解 为 
g(t) 一 i 了 一 oo 一 [cos(p, ~ w)t— cos w,t | 
1 _ L 
Rp Torteosp, +o) cos wo] (°<1i< i) 


将 其 代入 梁 挠 度 的 表达 式 , 即 得 梁 的 响应 为 
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y(t) = YC)g.D 








1 L 
Cp To) zsL cosCp, + w)t cos ot] | (0 入 :到 也 ) 


对 于 1 之 L/wv,Q,(1) 二 0, 梁 作 自 由 振动 。 初 始 条 件 是 g,(L/v) 与 9,(L/wv), 由 式 (6.,6-9) 可 
得 自由 振动 的 解 。 


6.7 瑞 利 商 


对 于 变 截 面 非 均 质 的 弹性 体 的 振动 ,系统 运动 方程 的 精确 解 往往 无 法 求 得 ,而且 在 实 
际 问题 中 ,质量 和 刚度 不 均匀 分 布 的 连续 系统 更 不 可 能 得 到 精确 解 ,因此 近似 计算 方法 就 
成 为 工程 实际 问题 中 十 分 重要 的 解法 。 

无 论 是 有 限 自由 度 系 统 还 是 无 限 自由 度 系统 , 当 以 某 一 特定 的 振动 形状 作 自由 振动 
时 ,该 系统 就 在 各 点 平衡 位 置 附近 以 自 振 频 率 w 作 简 谐 运动 。 根 据 能 量 守 恒 原 理 , 对 于 
保守 系统 其 总 能 量 是 常数 , 故 最 大 动能 T,. 和 最 大 势能 U,, 应 相等 , 即 

Tax = Us (6.7-1) 

瑞 利 法 就 是 根据 机 械 能 守恒 定律 得 到 的 计算 基 频 的 近似 方法 ， 它 不 仅 适 用 于 离散 系 
统 , 也 适用 于 连续 系统 ,对 于 任何 -一 个 连续 系统 ,只 要 近似 地 给 出 一 个 满足 边界 条 件 的 第 
一 阶 振 型 函数 ,并 获得 系统 的 动能 和 势能 ,就 可 对 基 频 进行 估算 。 

仍 以 梁 的 弯曲 振动 为 例 。 如 梁 以 某 一 阶 轩 有 频率 作 固有 振动 , 设 梁 的 振 型 函数 Y(x) 
满足 梁 的 边界 条 件 , 则 梁 在 振动 过 程 中 任 一 瞬时 的 位 移 为 


yd) = Ysin(wt + 9) (6.7-2) 
速度 为 
PFD = wy eoswt + 9) (6.7-3) 
梁 的 动能 和 势能 分 别 为 
TCD = 了 | ona 2 | dr (6.7-4) 
U(D) = 去 | EJ (x ,| dz (6.7-5) 


这 里 一 般 仍 不 考虑 转动 惯量 和 剪 切 变形 的 影响 。 
在 静 平衡 位 置 , 梁 具有 的 最 大 动能 为 
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2 rl 
Tax 一 区 | pACTY (Cr) dr = wT (6.7-6) 
0 


式 中 ,7 了 ”== 省 | pCDAGDY (x)dzr, 称 为 参考 动能 。 而 在 偏离 平衡 位 置 最 远 距 离 处 , 染 
具有 最 大 弹性 势能 





Us 一 去 [ E(x) | dx (6.7-7) 


根据 机 械 能 守恒 定律 ,得 
dY(r) 
2 __. Uax | Eco dx? ] dz 


L 
| pT IACTY (Xx)drx 
0 


式 (6.7-8) 表 明 , 当 所 设 振 型 函数 Y(Cz) 恰 好 是 某 一 阶 实 际 振 型 浮 数 时 , 即 可 计算 出 该 阶 固 
有 频率 的 精确 解 。 但 事实 上 往往 不 能 预知 各 阶 实际 的 振 型 函数 ,而 只 能 近似 地 给 出 第 一 
阶 振 型 函数 。 因 此 , 瑞 利 法 只 适用 于 估算 基 频 。 

当 梁 上 有 集中 质量 时 ,在 计算 动能 时 应 计 入 集中 质量 的 动能 。 若 在 ri(i 一 1,2，…:7) 
处 有 集中 质量 mG 二 1,2,…,n), 则 梁 的 最 大 动能 为 








(6.7-8) 


2 fz 2 
Ta = 等],oDACOY det DY Gr) (6.7-9) 


当 梁 上 x;G 二 1,2,…,n) 处 有 刚度 (i 一 1,2,…,n) 和 扭转 刚度 oz 一 1,2, 2) 的 弹性 
支承 时 , 梁 的 最 大 势能 为 
Us, = 1| El (Sp ee) dx 十 三 3 YCr) 十 志 } >t (E22) (6.7-10) 
在 假设 第 一 阶 振 型 苑 数 时 应 尽量 接近 实际 振 型 ,如 有 一 试探 振 型 函数 XCz) ,满足 边 
办 条 件 (至 少 要 关中 几何 油 办 条件 ), 下 有 方程 中 折 凤 需 的 各 阶 导数 ,但 不 满足 系统 的 运动 
方程 和 振 型 方程 。 用 XCz) 代 蔡 方程 (6.7-6) 一 方程 (6.7-10) 中 的 Y(z), 即 得 粱 弯曲 振 
动 的 瑞 利 商 








1 dXCr) “i, "dXCr) 
| rc 人 了 ) dr 十 DX (x) 十 Dh (Ta) 





; (6.7-11) 
| eC AX Cr drt SmX? Cri) 

式 中 , 瑞 利 商 RCX) 为 一 个 泛 函 , 它 决 定 于 试探 函数 XC(x)。 由 于 准确 确定 高 阶 试探 函数 存 

在 困难 ,通常 选用 静 挠 度 曲线 作为 第 一 阶 振 型 晒 数 的 试探 函数 来 计算 系统 基 频 的 近似 值 。 

可 以 证 明 ,如 果 试 探 函 数 X(x) 与 系统 振 型 消 数 Y(x) 相 差 一 阶 小 量 , 则 由 式 (6.7-11) 求 出 的 
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固有 频率 值 与 精确 的 基 频 之 间 相 差 二 阶 小 其 。 册 于 假设 试探 哨 数 代替 精确 的 第 一 阶 振 型 
函数 ,相当 于 给 系统 施加 了 约束 ,增加 了 系统 的 刚度 ,因此 将 使 加 有 频率 值 提 高 ,也 就 是 
说 ,R(X) 给 出 了 系统 固有 频率 的 上 限 。 

前 面 所 说 的 弦 的 振动 、 杆 的 纵向 振动 和 轴 的 扭转 振动 同样 可 用 瑞 利 法 推导 出 类 似 于 
方程 (6.7-11) 佑 算 基 频 的 公式 。 对 于 不 同 的 连续 系统 ,只 是 T" 和 Un 的 具体 表达 式 不 
同 而 已 。 为 了 表示 一 般 情况 ,以 R 表示 瑞 利 商 , 即 


R=w = 本 


(6.7-12) 
此 为 瑞 利 商 的 一 般 表达 式 。 
例 6.7-1 如 图 6.7-1 所 示 , 长 为 二 ,弯曲 刚度 为 下 J ,单位 长 度 分 布 质量 为 m 的 悬臂 


梁 , 在 其 自由 端 有 集中 质量 2MCM 二 mL)。 试 用 瑞 利 法 


上 





求 梁 弯曲 振动 的 基 频 。 gm 这 
解 : (1) 采用 分 布 载荷 作用 下 的 静 挠 度 曲线 O L < 
X(Czr) = A(r'—4Lr +6Lr), X(L) = 3AL' -| 
式 中 图 6.7-1 
Mmg 
A = 27 


可 以 验算 该 函数 满足 悬臂 粱 根部 的 位 移 和 转角 为 零 的 几何 边界 和 条件。 对 试探 函数 求 二 次 
导数 ,有 
XC 一 1240 2Lr + 1’) 
dx 
代入 式 (6.7-11), 并 注意 到 深 上 没有 弹性 支承 ,得 


L 
144EJA:| C(x — 2Lzr 十 L*)?dr 





2 
Ww 


i 
mA’| (ri—4Lxr’ +6L’ x ) dr 2M(3AL')’ 
计算 积分 ,并 代入 M= xzL, 则 求 得 


w= 1.1908 /2 
mL. 


=1.1582 /EE 


mL! 
可 见 估计 值 与 精确 值 的 误差 为 2.8%。 
(2) 采用 无 自重 悬臂 梁 在 端 部 集中 重量 作用 下 的 静 挠 度 曲线 
X(Cz) = BLr:—7x), X(L) = 2BL’ 


精确 解 为 


式 中 
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_ mgL 
B= 3EJ 


可 以 验算 该 系统 函数 满足 悬臂 梁 根 部 的 位 移 和 转角 为 零 的 几何 边界 条 件 。 对 试探 函数 
XCz) 求 二 次 导数 ,得 


d2X(Czr) 
dz 


代 人 式 (6.7-11) 并 注意 到 梁 上 没有 弹性 支承 ,得 


36EJB?’ | (二 一 工 )2d> 


= 6B(L— zx) 





mB?|， (3Lz2 — rx) dr 2M(2BL?):’ 

计算 积分 ,并 代入 M=mL, 则 求 得 

EJ 

mL! 

可 见 , 估 计 值 仅 比 精确 解 高 0.02%。 因 此 , 静 挠 度 曲 线 是 最 低 阶 振 型 函数 的 一 种 很 有 效 
的 近似 形状 。 从 本 例 中 两 种 方案 的 结果 可 以 看 出 ,虽然 两 种 情况 与 精确 解 都 比较 接近 ,但 
第 二 种 要 比 第 一 种 好 ,原因 是 本 题 中 集中 重量 比分 布 重量 影响 大 ,其 挠 度 曲线 更 接近 于 实 
际 的 第 一 阶 振 型 。 若 当 悬 臂 梁 的 自重 大 于 端 部 集中 力 时 , 则 取 受 分 布 力作 用 的 悬臂 梁 的 
静 挠 度 曲线 是 较 合 适 的 。 

例 6.7-2 图 6.7-2 所 示 变 截面 梁 具 有 单位 厚度 ,截面 变化 为 A(z) 一 A(1 一 z/L) 一 
Aol1l 一 x/L) ,A 为 根部 截面 积 , 设 单位 体积 质量 o 为 
常数 。 试 求 弯 曲 振动 基 频 的 近似 值 。 

解 : 由 给 定 的 条 件 , 知 截面 积 对 中 心 主轴 的 惯性 





w= 1.1584 




















抢 为 
人 1 加 3 
/1(7) = T1314(! 二) 
设 振 型 函数 
? 4dXCz) 2 
图 6.7-2 X(r) = 守 ， 个 过 一 7 
它 满足 全 部 边界 条 件 
二 0 时 X(0)=0， 入 ( 中 0 
dx 
dXCL) d dzXCL)] 
一 工时 ESE =0, FIER]|=0 


将 所 设 的 试探 函数 及 其 二 阶 导 函数 代入 方程 (6.7-11) 得 





LL 
Us | 正太 [一 了) (2a7/E2)2dz 








a 一 了 ， 1 
| oll — r/L)(ar’/L’)dxr 
_ Ep’a/121l” _ 2 5 Eh 
MLa’ /30 “ ol 
基 频 的 近似 值 为 
w = 1.5811 人 
精确 值 为 
cl 一 1.5343 人 


由 瑞 利 法 求 出 的 基 频 较 精 确 值 高 3. 05%% 。 
6.8 瑞 利 -里 兹 法 


瑞 利 - 里 兹 (Rayleigh-Ritz) 法 是 在 瑞 利 法 的 基础 上 进行 了 改进 的 方法 ,能 求 出 更 精确 
的 基 频 ,由 于 瑞 利 商 提供 了 第 一 阶 固有 频率 的 上 限 (R 写 wi) ,可 见 瑞 利 -里 兹 法 降低 了 基 
频 的 估计 值 。 另 一 方面 瑞 利 -里 兹 法 可 以 求 得 高 阶 固 有 频率 和 固有 振 型 的 近似 值 。 瑞 
利 - 里 兹 法 的 基本 思想 是 把 连续 系统 离散 化 为 有 限 自 由 度 系统 ,然后 根据 机 械 能 守恒 定 
律 进行 计算 。 

按照 瑞 利 -里 效法 ,对 于 任意 连续 系统 特征 值 问题 的 近似 解 可 以 由 线性 组 合 的 形式 
构成 , 即 


UCr) 一 Pauilz) (6.8-1) 


式 中 ,U(x) 为 假定 振 型 的 试探 函数 ,a; 为 待定 系数 ,u(x) 是 由 分 析 者 指定 的 空间 坐标 x 
的 函数 。 函 数 ui(x) 应 满足 系统 的 边界 条 件 ,至 少 必须 满足 几何 边界 条 件 , 同 时 必须 是 彼 
此 独立 的 ,但 不 同 于 振 型 函数 ,它们 不 需要 满足 系统 的 微分 方程 ,然而 它们 必须 具有 对 自 
变量 x 的 导数 , 旦 导数 的 阶 数 至 少 应 等 于 特征 值 问题 的 微分 方程 的 阶 数 。 系 数 “的 确定 
应 使 函数 U(x) 与 系统 的 振 型 消 数 极为 接近 ,数学 上 ,这 相当 于 去 寻找 使 瑞 利 商 有 驻 值 的 
ww 值 。 在 级 数 (6.8-1) 中 用 了 7 个 由 (z) 靖 数 ,实质 上 是 把 一 个 无 限 自由 度 系统 简化 为 一 
个 二 自由 度 的 系统 ,这 种 离散 化 方案 相当 于 把 约束 we 一 wz 一 … 一 0 强加 给 了 系统 。 因 
为 约束 会 增加 系统 的 刚度 ,所 以 估计 的 固有 频率 就 高 于 真实 的 固有 频率 ,增加 级 数 
(6.8-1) 中 函数 w(x) 的 数目 ,一 般 能 降低 估计 量 ( 至 少 不 会 增 大 估计 量 ) ,这样 就 从 上 面 
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来 台 近 真实 的 固有 频率 。 

要 使 估计 量 RU) 尽 可 能 地 接近 真实 值 , 就 要 使 泛 明 RCU) 成 为 驻 值 ,而 使 RCU) 成 为 
驻 值 的 必要 条 件 是 将 RU) 分别 对 每 个 系数 a,《r 王 1,2,…,n) 求 偏 导 数 ,并 令 其 等 于 零 ， 
即 有 








其 OU ax U oT 

aR Oa Da， 
一 二 3 一 一 一 1;2，……， .8-2 
ja. CT 0 (r n) (6.8-2) 


式 中 ,最 大 势能 Us 二 Ui Cai ,az，… ,a,) 和 参考 动能 T' = 三 (a; ,as，…,a,) 为 末 知 系数 
ai(i 二 1,2,…,n) 的 函数 。 考 虚 瑞 利 商 式 (6.7-12), 则 上 式 变 为 
aUns 207 
da; ga, 
由 于 设 定 个 线性 无 关 函 数 的 线性 组 合 为 连续 系统 假设 振 型 的 试探 函数 ,这 样 就 把 连续 
系统 的 最 大 势能 和 参考 动能 表示 为 n 个 未 知 系数 4;(i 二 1,2,…,n) 的 二 次 型 , 即 





=0 (r= 1,2,.,n) (6.8-3) 


Uax Ca 9 CC2 se, ) 一 到》 Shyaa; (6., 8-4) 
:ly |! 


了 (al ya dy) 一 于》 Dmaaia; (6.8-5) 
El 71 
式 中 系数 ;和 mm; 是 对 称 的 , 即 有 二 ki sm 二 D1 (i9j 王 1.2,** ,1)。 故 式 (6.8-3) 的 偏 
导数 可 以 写成 


9Uis 1 < qa; oa; 1 
3 -3 (te 7)= § > De + a1) 


1 


=+[ Da, Wo] = Dsay C= 1,2n) (6. 8-6) 
j=1 i 1 


式 中 ,6, 和 5; 为 克朗 尼 格 8 符号 。 用 类 似 的 方法 可 得 





= Dm (r= 1,2,.…,n) (6.8-7) 


将 式 (6. 8_6) 和 式 (6.8-7) 代 人 方程 (6. 8- 3) ,可 得 齐 次 方程 组 


Do, — wm)a =0 (r= 1,2,..,n) (6.8-8) 
该 方程 组 是 关于 自 由 度 离散 系统 的 特征 值 问题， 写成 矩阵 形式 为 
Ka = wMa (6. 8-9) 


式 中 ,K 和 M 为 n Xn 阶 的 对 称 常数 和 矩阵, 分 别称 为 刚度 窍 了 泗 和 质量 矩阵 。 方 程 
(6. 8-9) 的 解 给 出 了 7 个 固有 频率 w, (rr 二 1,2,…,n) 和 相应 的 固有 振 型 a”(r 二 1， 
2,…,n) ,固有 频率 w, 表 示 出 连续 系统 前 n 个 固有 频率 的 估计 量 , 它 们 给 出 了 真实 加 有 频 
率 的 上 界 。 此 外 ,将 ae 代入 式 (6.8-1) 可 得 固有 振 型 的 近似 解 为 
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UP x) 一 >)atpaCz) (Cr 一 1127 (6.8-10) 
i=1 


不 难 证 明 , 振 型 陆 数 U" (z) 与 连续 系统 的 分 布 质量 是 正 交 的 。 

应 用 瑞 利 -里 兹 法 求解 连续 系统 的 特征 值 问题 时 ,由 于 选用 级 数 形式 的 假设 振 型 函 
数 , 所 以 比 瑞 利 法 有 所 改进 ,因为 瑞 利 法 只 相当 于 取 级 数 中 的 一 项 作为 假设 振 型 ,因此 求 
系统 的 基 频 时 , 瑞 利 -里 效法 求 出 的 基 频 的 近似 值 比 瑞 利 法 求 得 的 近似 值 精度 高 。 

例 6.8-1 用 式 (6.8-1) 作 为 假设 振 型 的 试探 函数 ,推导 出 变 截面 非 均 质 的 杆 、. 轴 和 
梁 的 最 大 势能 U,, 和 参考 动能 T' 关于 系数 a;(i 一 1,2,…,n) 的 二 次 型 ,并 求 & 入 ;的 

解 : (1) 杆 的 纵向 振动 

势能 UC) = | EA SE | dx 


dX 


动能 ”TQ() = [| dz 
令 
u(x,t) = U(r)sin(wt 十 op) 
则 最 大 势能 、 最 大 动能 和 参考 动能 分 别 为 


了 2 
Uax 一 去 | EACz) [人 dr 
2 Jo dr 
2 fL 
了 max 一 所 | m(r)U’ (rx)dr 一 wT 
0 
1 作 , 
7 = 六 | mxIU’ (xr)dr 


将 式 (6.8-1) 代 入 以 上 各 式 ,可 得 
1Frr dui(x) = du; (x) 
Un = 二 | EA Da oo || Da Se dx 


j=1 








du;(x) du; (x) 














也 L 
一 却 > 2a], EA 二 二 d 
=- 辽 > Ria a; 
=] j=1 
式 中 
了 
k; =| EA Cx) SEC di CO (0 一 1 27) 
0 dx dx 
类 似 地 


a n 


T* = $m Dam Deo) J 一 到》 > myaia; 


i=1 j=1 
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式 中 
L 
ms =| mr)u ru(lrdr (i,j = 1,2,°,n) 


显然 ,系数 和 ;是 对 称 的 。 

关于 轴 的 扭转 振动 ,只 须 将 以 上 各 式 中 杆 的 轴 向 刚度 EA(x) 和 单位 长 度 
分 别 用 轴 的 截面 抗 扭 刚度 GJ,(xr) 和 单位 长 度 转动 惯 景 I(r) 代替 即 可 。 

(2) 梁 的 弯曲 振动 


机 D2 yr 
势能 ”U() 序 | En | dz 


动能 了 T( 一 i dx 
令 
Yot) 一 了 Cr)sinCol + 9) 
则 最 大 势能 .最 大 动能 和 参考 动能 分 别 为 


工 2 > 2 
[一 去 | EJ [| dr 


dx 
2 了 
Tmax 一 5| mY rd 一 人 
ifr’ , 
T” = 了 | mlr)Y Cr)dr 
将 式 (6.8-1) 代 入 以 上 各 式 , 可 得 
lr diu(x) - d*u; (x) 
Uax = 记 |， EJ | De dr: lpg dxr? jd 


1 diu(r) diu,l ) | 2 
= Da) EG -) i 5 二 da 一 b> Dan, 


日 j=1 








式 中 
k; 一 | Elz ) dz) dC (i,j = 1,2,° ,7) 
0 dx dx 
类 似 地 有 
了 =3| mn Daw, Down 
= 二 六 Dman, 
i j=] 

式 中 


二 
WA =| m(x)ulr)u(r)dr (i,) = 1,2,.",n) 
0 
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质量 m (x) 





显然 ,常数 上 和 mr 是 对 称 的 。 这 里 m(x) 为 梁 的 单位 长 度 质量 ,EJ(x) 为 梁 的 弯曲 刚度 。 
例 6.8-2 ”用 瑞 利 -里 效法 计算 例 6.7-2 中 槐 形 悬 臂 梁 的 基 频 。 
解 : 由 例 6.7-2 可 知 
mm 一 oh = ph(1—F), El 一 号 [4( 一天) 


为 求 基 频 ,到 假设 振 型 函数 的 试探 函数 为 
dUCx) 



































U(r) = aw(r)Taw(r)=ar + ar, I 一 2al 十 6asx 
变 截 面 梁 弯曲 振动 的 最 大 势能 Uu. 和 参考 动能 工 为 
Fr 旺 UTCr) 下 
U = 于 | ET Co 二 和 | dz 
Eh’ 3 2 
一 区 让 | (LO— xr) (2al + 6asx) dr 
EEL/, 6 | 3 2712 
5 (+ saasL | 5 2L ) 
T* = | A TU dr 
= | (LO—x)(ax ar) dr 
_ph/ zl , Ls 2 LL’ 
2 (« 30 二 2442 4 十 和 过) 
可 见 ,Uwsx 和 了" 均 是 待定 系数 al 和 a; 的 二 次 型 。 由 式 (6. 8-6) 得 
OU EL _ 
5ai 12 (e+ ee) 一 Dan ’ 
OU _ Enh’:L 
das 13 (5 “一 Fal )= Dn i 
因此 
Ep*L Eh’*L Eh 1’ 
Ail = 12 ， ki kzi = 20 ， 22 一 20 
由 式 (6. 8-7) 得 
aT* Ls Le 
jar 一人 ("而 + 让)= 2 "0 
9 x Ls° L’ 2 
T = ph (a 45 Uy 高 )= > m2ia, 


因此 


i 也 hL 
?711 一 Ce ， 7212 二 7121 一 他 了 Mi22 一 人 
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由 此 得 特征 值 问题 为 
Eh’*L phl Eph’: 1’ phL 8 村 
12 30 20 42 网 加 
Ens 1 op » Eh’*1’ phL” » | Las 0 
20 12 © 20 56 


1 


L 4 、 
令 4 二 全 zw ,得 频率 方程 为 


Eh 
， 
(二 30*) (36 562) (7 132) = 0 





即 有 
10X4* 一 273X4 十 588 二 0 
解 之 得 
A1 = 2.3574 
所 以 固有 频率 为 


wi = 1.5354 Fa 


在 例 6.7-2 中 已 给 出 基 频 的 精确 解 为 


2 
mW 一 15343 /ES 
ol 


可 见 ,由 瑞 利 -里 效法 求 得 的 基 频 更 接近 于 精确 值 ,误差 仅 为 0.09%, 例 6.7-2 只 相当 于 
本 例 取 第 一 项 的 情况 。 本 例题 也 可 以 计算 第 一 阶 固 有 频率 ,但 误差 太 大 ,只 有 增加 级 数 项 
才能 达到 足够 的 精度 ,这 里 不 再 讨论 。 

例 6.8-3 在 x=0 端 固定 ,在 z 一 二 端 自由 的 变 截 面 杆 作 纵向 振动 , 设 刚度 与 质量 分 布 为 


EA(Cr) = SEA| 1 一 (六) ]， n(x) 二 m1 一生 ( 主 ) 


L 2\L 
试用 瑞 利 -里 效法 求 基 频 的 估计 值 。 
解 : 选取 相应 边界 条 件 下 等 截面 均 质 杆 的 振 型 函数 作为 式 (6. 8-1) 中 的 w(x), 即 


ux) = sin(2i— 1) TE (= 1,2,.,n) 


2L. 
显然 蚂 数 ui《x) 满 足 所 有 的 边界 条 件 , 同 时 义 是 相互 独立 的 。 根据 题 意 仅 求 基 频 ,为 了 比 
较 , 分 别 取 n 二 1,n 二 2,n 一 3 计算 如 和 my。 由 例 6. 8-1 知 


deiCz) du (x) 
dx dx 








L 
ki =| EA (x) dr (i,j = 1,2,.,n) 
0 


L 
ms =| ml(r)u(r)u(r)dr (1,7] = 1,2,. ,7) 
0 


将 函数 wz)G=1,2，……2) 和 已 知 条 件 代 人 上 面 两 式 , 得 











6 | 一 二 (六 ) ] (2 一 1)xz (2j— Dxx 
ks = FHA a a ,ll 到 (过 ) cosa Os 3 dr 








6 fr 11/z 1. . T . nr ， i 
my = Sm], [1 3 (E) jsinc2 DD aT 1D ord (712 on) 


取 ”一 1, 从 而 得 系数 











k= 二 EA sr 二 6)， i 二 Tam (Sn — 6) 
则 特征 值 问 题 方 程 (6. 8-9), 便 退化 为 
kia = wimia 
得 出 固有 频率 的 平方 为 
一 人 = 3. 150 445 三 


这 是 基 频 的 首次 近似 ,其 结果 和 瑞 利 法 所 得 到 的 结果 完全 一 样 ,因为 这 里 只 取 了 级 
数 (6.8-1) 中 的 一 项 , 瑞 利 -里 效法 本 质 上 就 退化 成 瑞 利 法 。 
取 ”一 2, 从 而 得 矩阵 


5 二 6 经 sx —6 1 
Kk- 2 Mz. 2 
40L| 27 ， ” 10m | 15 2 
将 其 代入 特征 值 问 题 方 程 (6. 8-9) ,并 解 此 特征 值 问题 得 
2 FA _ | 0. 999 0] 
wf = 3.148199 rs, a 0 01013 
EA 一 0. 159 本 
2 = 23. 283 958 一 全 ， ae2) 一 | 
| mL?” 0.987 14 


显然 ,这 里 给 出 了 较 首 次 近似 更 好 的 基 频 估计 量 , 同 时 还 给 出 了 第 二 阶 固有 频率 的 首次 估 
计量 。 此 外 ,在 式 (6.8-10) 中 引入 a 和 a 可 得 两 个 估计 的 振 型 函数 , 即 


GD) .NAT . 3x7x 
U'Y(x) = 0.999 95sin 27 0.010 13sin 2 








(2) _ .NAT 3x7 
U'?(x) 一 一 0.159 84sin 5 了 十 0.987 14sin 7 
振 型 函数 绘制 如 图 6. 8-1 所 示 。 


UNCx) Ux) 
1.0 1.0 
0 0 








“TY 
| 


~ 
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取 ”一 3, 从 而 得 矩阵 

















5x2 十 6 了 一 守 
FA | 27 : 675 
一 二 一 45x: 6 一 
40L| 2 5 8 
-25 675 sx 
3 125x2 十 6 
; 15 13 
5x 6 5D 6 
mL | 15 sw 2 51 
AT 一 1075 7 oN 3 8 
13 31 5 元 2 6 
6 8 ”和 
解 特征 值 问题 (6. 8-9) ,可 得 
0. 999 94 
wi = 3.147 958 EA, a'” 一 | 一 0.010 50 
m 
0. 001 87 
[一 0. 161 00] 
wz = 23.253 238 EA ， a2 一 | 0.98657 
nll, 
[一 0.027 48) 
F 0.067 37] 
wi = 62.911 807 和 ， a = |—0.11308 
m 
| 0.991 30J 








可 以 清楚 地 看 出 , 随 着 假设 振 型 函数 的 级 数 项 数 增多 , 基 频 的 估计 值 下 降 , 从 上 面 逼 近 真 
实 的 基 频 。 因 此 ,得 到 了 较 好 的 基 频 和 第 二 阶 固有 频率 的 估计 量 ,同时 还 提供 了 第 三 阶 固 
有 频率 的 首次 估计 量 。 可 见 , 当 级 数 项 数 增多 时 ,同样 也 可 以 改进 高 阶 频 率 的 估计 值 。 将 
特征 向 量 ai” (r= 二 1,2,3) 代 入 式 (6. 8-10) 中 可 得 估计 的 振 型 半数 为 





Ue (Cx) = 0.999 94sin TT — 0,010 50sin 3xz + 0.001 87sin 和 


2L 2L 
(7) 一 一 in ZT 57sin SX in 2 
LU (x) 一 一 0.161 00sin 27 十 0.986 57sin 2 0.027 48sin oi 


UY (x) — 0.067 37sin TT — 0.113 08sin 3xZ 0. 991 30sin 


2L 2L 
振 型 函数 绘制 如 图 6. 8-2 所 示 。 

















-| 


Ux) LN Ux) 
1.0 1.0 1.0 
0 i 0 Fr 0 i 


图 6.8-2 


6.9 ”假定 振 型 法 


假定 振 型 法 是 求解 连续 系统 特征 值 和 响应 的 一 种 近似 方法 , 它 用 有 限 个 假设 振 型 的 
振动 的 线性 组 合 来 近似 地 描述 弹性 体 的 振动 。 如 果 用 能 量 来 表示 瑞 利 -里 兹 法 中 的 瑞 利 
商 , 则 假定 振 型 法 可 得 出 同 瑞 利 -里 兹 法 一 样 的 特征 值 问题 ,因此 在 这 里 就 不 讨论 用 假定 
振 型 法 来 求解 连续 系统 的 自由 振动 问题 。 另 一 方面 ,假定 振 型 法 特别 有 利于 导出 连续 系 
统 对 于 外 激励 或 初始 激励 的 响应 ,因此 ,这 里 应 用 假定 振 型 法 来 求解 连续 系统 的 响应 
问题 。 

设 连续 系统 的 响应 可 以 表示 为 有 限 级 数 的 形式 为 


yl(zr,t) 一 Daan (6.9-1) 


式 中 ,@B;(z) (i 二 1,2,…,n) 为 假设 振 型 函数 ， 它们 必须 满足 几何 边界 条 件 ， qi(t) 是 相应 的 
广义 坐标 。 与 瑞 利 -里 兹 法 一 样 ,本 质 上 相当 于 将 连续 系统 离散 为 一 个 n 自由 度 的 系统 。 

应 用 拉 格 朗 日 方程 ,结合 连续 系统 响应 的 离散 形式 式 (6. 9-1), 可 得 出 关于 广义 坐标 
gi(t) 的 一 组 个 运动 微分 方程 。 连 续 系 统 的 动能 和 势能 分 别 取决 于 y(z, 纪 对 上 和 <z 偏 
导数 的 积分 表达 式 , 梁 在 弯曲 振动 中 的 动能 工 可 表示 为 


OOyCZyt) ? 1 作 。 。 
T=1 mn [22 | dz= DY CAG | DM AG 





= DD Mm(z) BI DB Cr) dr (6.9_2) 
或 写成 
> > myqi(t)g; (i) (6. 9-3) 
式 中 
m; 一 | .mn BD Cr) dr =m;: (ij = 1,2,.%,n) (6.9-4) 


写成 矩阵 形式 为 





第 6 章 连续 系统 的 振动 








工 二 5 Mg (6. 9-5) 


式 中 ,6G 一 [9,4) 为 广义 速度 向 量 ,M 二 [mi ] 为 广义 质量 矩阵 。 梁 在 弯曲 振动 中 的 势能 
U 可 表示 为 


a se d yy 0 [> d 人 这 CD dx 


=1 











2 
= 5) yo Wa | En) 49 dz (6. 9-6) 
1 ;1 Xx’ 
或 写成 
一 5 = 二 > Dh (20g.02) (6.9-7) 
式 中 
工 
=| EJ (2) SBOEDDOS op j=12n) (6.9-8) 
0 dx dx 
写成 矩阵 形式 为 
U = 54 Kg (6. 9-9) 


式 中 ,qg 二 [qi(1) ] 为 广义 坐标 向 量 ,K 二 [kj ] 为 广义 刚度 矩阵 。 
在 杆 的 纵向 振动 和 轴 的 扭转 振动 中 ,动能 和 势能 的 表达 式 仍 取 式 (6. 9-3) 和 
式 (6.9-7) 的 形式 ,只 是 其 中 的 &; 分 别 为 




















纵 振 “大, =| EA (7x) SD) dD (2). (6.9-10) 
0 dx dx 
扭 振 = eRe dP (x) dP, G7), (6.9-11) 
0 dz dx 
外 激励 一 般 可 视 为 非 保 守 力 ， 日 方程 有 如 下 形式 ， 即 
d /9T7Ty aT , 
(5 ) 元 二 于 一 Q(D (= 1,2,.,n) (6.9-12) 


式 中 ,Q. (COCr 一 1 2 2) 为 广义 非 有 势力 。 
设 作 用 于 系统 上 的 分 布 力 和 集中 力 可 以 统一 表示 为 


fr) + PFNGr— x)) (6.9-13) 


式 中 ,zh 为 分 布 力 , 书 (01 =1,2, 5) 是 个 作用 于 z= 了 GO 一 1, 2 5) 的 集中 
力 ,借助 于 6 函数 将 其 表示 为 分 布 力 F;(t)6(zx 一 zx;)。 如 前 所 述 ,6 函数 的 定义 为 





Cr 一 2i) 一 0 (六)) 
[ea (0 =z) 6. 9714) 
由 式 (6.9-1) ,系统 的 虚 位 移 可 取 为 
syCrD = FB) dg (6.9-15) 
于 是 ,外 激励 在 系统 虚 位 移 上 所 做 虚 功 为 
dW =| [fn 二 DIE, 2) JayCrD) dz 
， 之 
=| [fe 十 DFG x) | Dr)8g Dar 
) Pe -=1 
-5S [ed + DE — 7) ) dr |ag.) 
= 后 
=-y [| zoomcoadr+ DF 8) ago (6.9-16) 
按 广义 力 的 定义 有 和 
3W = yaQ C7)8g.00) (6.9-17) 
气 


则 广义 力 为 


， 、 
Q. CD = | fxdB drt FDB) (Or 一 1)2) (6.9-18) 
0 jl 


这 就 是 对 应 于 广义 坐标 g, (2) 的 广义 力 Q, (1) 的 表达 式 。 
将 式 (6.9-3)、 式 (6.9-7) 和 式 (6.9-18) 代 人 方程 (6.9-12) ,得 


Dmd d+ DRygt) = QA) (r=1,2,%,n) (6.9-19) 
或 写成 矩阵 形式 为 
MY (CD 十 KgCD = QGD) (6. 9-20) 
上 式 在 形式 上 与 一 个 具有 个 自由 度 的 离散 系统 的 运动 微分 方程 完全 相同 ,因此 按 第 5 
章 的 振 型 琶 加 法 可 以 求 出 方程 (6.9-20) 的 解 。 
例 6.9-1 考虑 例 6.8-3 的 变 截 面 悬 辟 杆 的 纵 
向 振动 (图 6.9-1), 设 在 杆 的 自由 端 作用 有 纵向 集中 本 
力 Fsin 3at, 其 中 4 一 VEA]mE 。 求 杆 的 纵向 强迫 二 
振动 的 稳 态 响应 。 LL. 
解 : 仍 取 x 二 0 端 固定 .+ 二 L 端 自 由 的 等 截面 


均 质 杆 纵向 振动 的 固有 振 型 为 假设 振 型 函数 , 即 图 6.971 
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B(x) = sin(2i — 1) 条 (i = 1,2,.…,n) 
同 例 6. 8-3 一 样 ,这 里 取 ”一 3, 则 杆 的 纵向 振动 运动 表示 为 


3 
u(xsl) = >) B(x) g(t) 
1 一 1 


由 式 (6.9-18) ,广义 力 为 
Qi(1) = BL)Fsin3at 一 (一 IFsin3w (i= 1,2,3) 
于 是 , 按 式 (6. 9-20), 有 
1 
Mg CE) + Kg(t) = |—1|Fsin 3at 
1 
式 中 ,M 和 KK 均 为 3X3 阶 和 矩阵, 与 例 6.8-3 中 的 结果 完全 相同 。 当 然 其 元 素 常 质量 系数 
mj 和 常 刚度 系数 有 (i,j 二 1,，2,，3) 还 可 分 别 按 式 (6. 9-4) 和 式 (6.9-10) 计 算 。 
由 例 6. 8-3 已 求 得 的 特征 值 矩 阵 为 


3. 147 958 0 0 
太一 0 23. 253 238 0 
0 0 62.911 807 


相应 的 特征 向 基 和 矩阵 4 为 
0.99994 一 0.16100 0.067 37 
a=[a a qq] 一 | 一 0.01050 0.98657 一 0.11308 
0.00187 一 0.02748 0.99130 


由 此 得 
1.37454 0 0 
N=aMa=m| 0 145772 0 
0 0 1.50381 
取 坐 标 变换 
g(t) 一 07 (1) 
可 得 
1 0.734 91 
YD FA = N ar —1|Fsin 3 一 | 一 0.80608| 二 sin 3a 
1 0.779 18 


由 此 可 解 y.(7) ,将 其 代入 坐标 变换 表达 式 , 可 确定 g; (1) ,再 将 各 个 g;(1) 代 入 杆 纵 向 振动 
响应 公式 , 即 可 得 出 响应 w(x, 1)。 
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随 着 车 辆 (汽车 .火车 等 ) 行 驶 速度 的 不 断 提 高 ,交通 密度 的 不 断 增加 ,以 及 交通 结构 
桥梁、 隧道 .房屋 建筑 等 ) 所 承受 载荷 的 不 断 加 重 ,车辆 与 结构 的 动力 相互 作用 问题 越 来 
越 受 到 人 们 的 重视 。 一 方面 ,高 速 运 行 的 车 辆 ( 周 6.10-1) 对 所 通过 的 结构 产生 动力 冲击 
作用 ,直接 影响 其 工作 状态 和 使 用 寿命 ; 另 一 方面 ,结构 的 振动 又 对 运行 车 辆 的 平稳 性 和 
安全 性 产生 影响 ,使 其 成 为 评价 结构 动力 设计 参数 是 否 合理 的 重要 因素 。 因 此 ,需要 对 结 
构 的 动力 性 能 和 结构 上 (中 ) 行 驶 的 车 辆 进行 动力 分 析 和 对 车 辆 -结构 动力 相互 作用 系统 
进行 综合 评估 ,确定 它们 在 各 种 状态 下 的 使 用 可 靠 性 ,以 便 合理 地 设计 承受 移动 载荷 的 交 
通 土 建 工程 结构 (铁路 .公路 ,城市 轻轨 、 地 下 铁道 等 ) 。 





图 6.10-1 列车 与 桥梁 的 动力 相互 作用 


列车 通过 铁路 桥梁 时 ,必然 引起 桥梁 的 振动 。 这 时 ,桥梁 结构 不 仅 承 受 静 力 的 作用 ， 
还 要 承受 移动 载荷 (列车 以 一 定 速度 通过 时 对 桥梁 的 加 载 和 外 载 ) 以 及 桥梁 和 车 辆 的 振动 
惯性 力 的 作用 。 列 车 动力 作用 引起 桥梁 结构 的 振动 可 能 使 结构 构件 产生 疲劳 ,降低 其 强 
度 和 稳定 性 ;桥梁 振动 过 大 可 能 会 对 桥 上 行驶 车 辆 的 运行 安全 和 稳定 性 产生 影响 ; 当 列 车 
的 动力 变化 频率 与 桥梁 结构 自 振 频 率 相等 或 接近 时 ,引起 的 共振 可 能 会 使 车 - 桥 动力 响 
应 加 剧 ,产生 意外 的 破坏 。 每 次 重大 事故 的 发 生 总 是 给 人 们 带 来 惨痛 教训 ,但 同时 也 积累 
一 定 的 经 验 , 帮 助人 们 不 断 改进 设计 ,使 之 适应 客观 规律 。 由 于 车 辆 载荷 作用 下 的 桥梁 振 
动 是 一 个 复杂 的 问题 ,要 想 通过 理论 分 析 得 到 符合 实际 的 结果 ,必须 考虑 很 多 因素 ,包括 
车 体 和 转向 架 的 质量 ,阻尼 器 和 弹簧 的 作用 ,行车 速度 , 梁 跨 和 墩 台 的 质量 .刚度 和 阻尼 ， 
桥 上 轨道 结构 的 型 式 ,轨道 的 动力 特性 ,车轮 和 轨道 .轨道 和 梁 之 间 的 动力 相互 作用 关系 
等 ,此 外 还 有 车 轮 的 不 平顺 .轨道 的 几何 和 动力 不 平顺 以 及 车 轮 对 的 蛇行 运动 等 很 多 随机 
因素 的 影响 ,这 些 使 得 系统 的 动力 学 模型 非常 复杂 。 

图 6. 10-2 表示 车 - 桥 系统 动力 相互 作用 分 析 模 型 的 演变 ,其 中 梁 的 模型 都 是 弹性 连 
续 体 ,不 同 的 是 移动 载荷 的 简化 形式 。 

图 6. 10-2(a) 是 最 早 的 车 - 桥 系统 振动 力学 模型 , 它 只 能 考虑 移动 的 不 变 载荷 ; 

图 6. 10-2(b) 所 示 模 型 考虑 了 载荷 的 变化 ,如 简 谐 激励 或 冲击 力 等 载荷 ; 

图 6. 10-2(c) 所 示 模 型 的 载荷 考虑 了 移动 的 质量 , 即 考虑 了 质量 的 惯性 力 ; 
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4) ( 
图 6.10-2 


图 6. 10-2(d) 所 示 模 型 用 弹 答 和 阻尼 器 将 自 下 和 簧 上 两 个 质量 连接 在 一 起 ,可 以 同 
时 考虑 两 个 质量 的 惯性 力 及 其 相互 作用 ; 

图 6.10-2(e) 所 示 模 型 同时 考虑 了 赞 上 质量 平 动 ( 竖 直 ) 和 转动 两 个 惯性 力 , 可 以 较 
好 地 模拟 一 个 二 轴 车 或 转向 架 的 竖 向 振动 ; 

图 6. 10-2(f) 所 示 模 型 能 更 好 地 分 析 桥 梁 的 竖 向 振动 的 动力 学 特性 。 

但 是 由 于 这 些 模型 没有 考虑 系统 的 扭转 效应 ,所 以 无 法 反映 车 体 更 加 复杂 的 运动 状 
况 。 另 外 ,有 限 元 模型 在 现 阶段 应 该 是 一 种 比较 理想 的 通用 模型 。 

现代 铁路 或 公路 的 车 辆 都 装 有 弹 繁 减 振 装 置 ,这 不 但 降低 了 移动 车 辆 对 桥梁 的 冲击 
作用 ,也 改变 了 和 车辆 自身 的 动力 性 能 。 这 里 讨论 简 支 梁 在 单个 移动 车 轮 ( 质 量 ) 十 弹 得 和 
阻尼 器 十 簧 上 质量 作用 下 的 振动 分 析 模 型 。 如 图 6. 10-3 所 示 ,假设 简 支 梁 为 等 截面 均 质 
(EJ 为 常数 .单位 长 度 梁 的 质量 m 为 常数 ) 梁 ,阻尼 为 粘性 阻尼 ( 即 阻 尼 力 与 结构 的 振动 
速度 成 正比 ), 简 支 梁 上 的 移动 载荷 是 由 移动 车 轮 的 质量 Mi 、 簧 上 质量 M; .弹簧 和 阻 
尼 器 忆 组 成 的 系统 。 设 梁 的 动 挠 度 为 y(x,), 自 上 质量 M; 的 动 位 移 为 z(2), 簧 下 质量 
Mi 假定 沿 梁 移动 而 不 脱离 梁 体 , 则 其 位 移 与 它 所 在 位 置 的 深 的 找 度 是 一 致 的 ,可 以 表示 
成 yCvt ,1)。 
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图 6.10-3 移动 车 辆 作用 下 的 桥梁 模型 


作用 在 得 上 质量 M, 的 有 惯性 力 Pu = M:z(ID) 、 弹 簧 由 于 MM; 和 系统 所 在 位 置 梁 的 相 
对 位 移 而 产生 的 弹性 力 Ps 二 Lykz,) 一 z(1)1,. 阻尼 器 由 于 M; 和 系统 所 在 位 置 梁 的 


相对 速度 差 而 产生 的 阻尼 力 Po 一 昱 舍 220] 。 从 图 6. 10-3 所 示 质 量 M, 上 


力 的 平衡 ,可 以 直接 导出 M; 的 动力 平衡 方程 


ME CD +R E20) ~ yr,t)], sal | 一 0 (6.10-1) 








注意 到 空 守 守 一 22 全 二 22 wo ,其 中 有 边 第 一 项 表示 载荷 所 在 位 置 梁 的 振动 束 
度 ; 第 二 项 表示 由 于 载荷 的 移动 ,使 在 桥梁 振动 过 程 中 引起 的 斜率 变化 而 产生 的 附加 速 
度 。 对 于 一 般 的 桥梁 ,其 在 移动 载 符 作用 下 产生 的 变形 斜率 很 小 ,并 考虑 到 现行 的 车 速 ， 
则 右边 第 二 项 可 以 忽略 不 计 。 内 此 , 式 (6. 10-1) 可 以 写成 


ME CD) + hE) ~ yCrst)], tal | =0 (6.10-2) 

车 辆 系统 以 匀速 在 桥梁 上 通过 时 ,作用 于 桥梁 的 载荷 包括 : 移动 质量 ( 答 下 十 向 

上 ) 的 重力 Ps 一 (Mi 十 Me)g; 筑 下 质量 Mi 的 惯性 力 户 一 M 和 半生 全 | 。; 弹 签 由 于 M， 

和 系统 所 在 位 置 桥梁 的 相对 位 移 而 产生 的 弹性 力 忆 二 如 [z0D) 一 yCx,)],-w; 阻 尼 器 由 于 

M 和 系统 所 在 位 置 桥梁 的 相对 速度 差 而 产生 的 阻尼 力 Ph=a [#6 一 守 当 中 |] 。 因 
此 有 





Pr 一 Sr 一 op)LP 一 PP 十 Ps 十 PP 
2 
一 SC 一 2L) (AM + M,)g— Mi 0 


二 和 [ztO yr te -| (6. 10-3a) 


注意 到 生 J PD DD ~ ~ 天 以 作用 于 梁 的 外 载荷 为 
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PrD =8x— vi) {M+ Mi )g— M, 0 


ThE yD tal — |)) 46.10-3b) 


因此 ,考虑 车 轮 质量 十 弹簧 和 阻尼 器 十 答 上 质量 系统 在 移动 载荷 作用 下 简 支 梁 的 动力 平 
衡 方程 为 


9 y(x,t) gy(xst) ， 9y(x,t) 
EJ Di Tm at? Tt ot 








= — 0 {CM + Mig — M: YE 


Fe) 一 yz] 十 | ze， 一 人 过] | (6. 10-4) 
按 振 型 到 加 法 求解 时 ,将 连续 系统 的 几何 坐标 变换 为 固有 坐标 或 正则 坐标 , 即 
y(Xx,t) 一 5 Y,(xr)g,(1) 
式 中 ,Y,(x) 为 振 型 函数 ,g, (1) 为 正则 坐标 函数 。 将 其 代入 式 (6. 10-4) ,将 每 一 项 乘 以 第 


阶 振 型 函数 Y,(z) , 沿 梁 的 全 长 积分 ,并 考虑 到 振 型 的 正 交 特性 ,得 


d'Y,(x) dd (1) dq, (1) 
£2 


L 
Ejg,(0| YC) 本 下 


dz 十 7 





了 
| Yi(xr)dr+te 
0 





L 
| ¥enar 
0 
， 
=| Cx — ov) CM + Mg — M DY CY |Y, Cx)dr 
0 sl 


i 本 
+| (x — vt) {ki1z(t) 十 ciz(t) 一 >， [ki1g;(2) + cds C1) YCz) }Y, Cr) dr 
[0 一 1 


(6. 10-5) 





对 于 等 截面 均 质 简 支 梁 ,同样 设 Y,(x)==sin ,而 z= 二 vt, 则 作用 于 桥梁 的 载荷 为 


PCzD 一 CM + Mgsin SF — M, DY sin sin 和 
s=1 了 了 














+ [kizCt) 十 ciz(b]sin 2 — DCkg. C0) 十 9,(0]Jsin Wu sin 2 
s=1 


(6. 10-6) 

此 式 尚 未 利用 振 型 的 正 交 条 件 。 
必须 注意 的 是 ,加 在 桥梁 上 的 弹性 力 .阻尼 力 和 惯性 力 分 别 与 车 轮 所 在 位 置 实际 梁 体 
的 位 移 .速度 .加 速度 (而 不 是 某 个 振 型 的 位 移 .速度 .加 速度 ) 有 关 。 这 说 明 , 尽 管 采用 了 
振 型 到 加 法 ,但 是 对 于 这 样 的 车 轮 十 弹簧 和 阻尼 器 十 臭 上 质量 的 移动 载荷 系统 ,桥梁 振 型 











之 间 还 是 互相 耦合 的 。 
由 式 (6.10-3) 一 式 (6.10-6) ,得 到 
,0) 26w,9,(t) + wgqg,(t) 
2 


ml , 











rnvi nvt . rnxvt 
(M+ M,)gsin T —M D8 (Dsin Tsin I 





L 
(6. 10-7) 
六 各 66.10- 有 有 边 的 未 知 位 移 ， 速度 .加 速度 量 移 到 方程 (6.10-7) 的 左边 ,得 


Do (1) sin SLU sin | 


L L 


二 [kiz(1) 十 ez]sin 号 一 5 [hig CD 十 djsin sin ZTZL 
” , 

















+ 260 i (1) sin- i | 








+ [0+ 让 Dsin: sin Sut si sin 3 | 





一 [ket) 十 cz(Ct) sin 2 


= M + Me gsin “Sut (6. 10-8) 
li 一 





rn 


如 果 车 轮 所 在 位 置 桥梁 的 位 移 也 用 振 型 状 加 下 








BE 











070 一 20Dsin 全 守则 式 (6. 10-2) 可 以 整理 成 为 
r=1 了 





。 。 - 。 . ranvut - . rnvt 
MCD toi) HAD 2D sin i Dsin TT =0 


(6.10-9) 
可 见 通过 连接 两 个 质量 的 弹簧 和 阻尼 器 ,就 将 质量 M, 的 运动 和 桥梁 振动 的 所 有 振 型 
耦合 在 一 起 了 。 
将 式 (6. 10-8) 与 式 (6.10-9) 联 立 , 得 到 简 支 梁 与 移动 车 轮 十 弹簧 和 阻尼 器 十 簧 上 质 
量 系统 的 动力 平衡 方程 组 。 这 是 一 个 具有 无 穷 多 自由 度 的 联 立 方程 组 。 对 简 支 梁 来 说 ， 
如 果 位 移 级 数 中 取 N 项 , 则 整个 简 支 梁 的 广义 自由 度 将 为 N 个 ,加 上 质量 M; 的 自由 度 
z(1) ,系统 运动 方程 的 N 十 1 阶 和 矩阵 表达 式 为 
MX (71) + Ct) + Kx(t) = F(t) (6. 10-10) 
式 中 ,x(7) 为 广义 位 移 向 量 , 即 
xb 一 [qd gy zj] 
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M 为 广义 质量 矩阵 , 即 
1 + yuYn Ym Y ia 汪 YuYin 0 
YuYa 1 十 ywys YuY2y 0 
M = : : : : 
YuY Ni YuY vz “1 二 YuY Ny 0 
0 0 0 0 M, 
C 为 广义 阻尼 和 矩阵 , 即 
258 YY YY 人 YYin — YY 
YeY2 28os 二 YY Ye Yo — YY.Y;» 
C= : : : : 
YY YY ws ov 十 YA YYy 
一 CY CoY， “2 CNYN Cl 
K 为 广义 刚度 矩阵 , 即 
ol 十 YeY 7eY lz “ YeYin — ye Yi 
Ye Ya ww 二 YY YrYsy — Yr Ys 
KkK= : : : : 
YeY Na YeY ws 二 YN 一 MY 
一 有 Yi — ksY, 人 一 RNYN ki 
F(2) 为 广义 力 向 量 , 即 
F(t) = [yeYICx) YeYelx) … YrYNvlr) 0] 
上 列 式 中 yu = ,7 一 区 5 ,Y, (7) = sin 亿 开 为 第 7 阶 振 型 








在 上 时 刻 xz= 二 wt 位 置 的 函数 值 ,是 YY, (x) 二 Y,(x)Y,(xr)。 

可 见 ,移动 车 轮 ( 质 量 ) 十 弹簧 和 阻尼 器 十 簧 上 质量 模型 作用 下 的 简 支 梁 系 统 , 由 于 质 
量 在 梁 上 不 断 地 运动 ,广义 质量 矩阵 M、 广 义 刚 度 和 矩阵 下 和 广义 阻尼 和 矩阵 C 中 的 系数 
Y,, (x) 二 YY,(x)Y,(x) 均 在 不 断 地 变化 ,其 动力 方程 组 成 为 一 个 时 变 系 数 的 二 阶 微分 方程 
组 。 对 于 这 样 的 时 变 系 数 微分 方程 组 ,一 般 只 能 采用 逐步 积分 的 数值 法 求解 。 

列车 高 速 通过 桥梁 ,使 结构 产生 的 振动 ,不 但 影响 结构 的 安全 性 和 使 用 性 ,还 会 对 车 
辆 本 身 的 运行 安全 和 平稳 产生 影响 。 为 此 ,人 们 发 展 了 越 来 越 完 善 的 分 析 模 型 ,以 便 尽 可 
能 完全 地 反映 车 辆 和 桥梁 的 动力 行为 。 实 际 的 车 - 桥 动力 相互 作用 是 非常 复杂 的 ,列车 
通过 铁路 桥梁 时 ,与 梁 体 结构 . 桥 上 轨道 .桥梁 支 座 . 墩 台 .基础 和 地 基 形 成 一 个 相互 耦合 、 
相互 激励 的 振动 系统 。 因 此 ,所 建立 的 模型 应 尽 可 能 同时 反映 系统 中 各 种 动力 的 相互 作 
用 ,包括 车 辆 不 同 部 位 之 间 的 相互 作用 .车轮 与 轨道 的 相互 作用 、 轨 道 与 桥梁 的 相互 作用 、 
桥梁 通过 支 座 与 墩 台 之 间 的 相互 作用 , 墩 台 与 基础 和 地 基 的 相互 作用 等 。 








习 题 


6.1 一 长 为 工 的 弦 , 单 位 长 度 的 质量 为 o, 弦 中 张力 为 工 , 左 端 固定 , 右 端 连接 在 必 
一 质量 -弹簧 系统 的 质量 M 上 ,M 只 能 作 上 下 微 幅 振动 ,其 静 平 衡 位 置 在 > 一 0 处 ,如 习 
题 图 6-1 所 示 , 求 此 弦 横 向 振动 的 频率 方程 。 在 振动 过 程 中 , 弦 内 张力 工 视 为 不 变 。 











YA,E 大 
rr 
Xm | L000) 
~ —— 4 | 
习题 图 6-1 习题 图 6-2 


L 





| 一 一 一 -到 -| 





6.2 一 等 直 杆 左 端 固 定 , 右 端 附 一 重 为 W 的 重 物 并 和 一 弹簧 相连 ,如 习题 图 6-2 所 
示 。 已 知 杆 长 为 ,单位 长 度 的 重量 为 yA ,弹簧 刚度 为 , 杆 的 弹性 模 量 为 上 E。 求 系统 纵 

















向 自由 振动 的 频率 方程 。 
EA /wL wL 
答案 ; tan 全 = 2 ( _ “(各 ) _EA, g_ 7AL 
mR: 2\ /woLy\ a /wl ” kL W 
(各 ) -和 一: 


6.3 求 习题 图 6-3 所 示 阶 梯 杆 纵向 振动 时 的 频率 方程 。 设 wm 一 ps 一 p。 
_A， 
和 





答案 : tan 和 Litan LL; 
a a 





| Mh Ms 
ul 大 | “0 | k, 
LL 和 录 [ 上 | 人 
2 Pub A, tl pAEL 


X 


习题 图 6-3 习题 图 6-4 
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6.4 试 推导 习题 图 6-4 所 示 变 截面 杆 , 在 两 端 有 弹簧 及 质量 块 连接 时 作 纵 向 振动 的 
振 型 函数 的 正 交 性 表达 式 。 


了 
答案 : [ pAUU, dx + MUOU OFMU IIU HTL) =0 (rs) 


| EA Ss dx 十 kU,COU, CO) RU (IU (LL) 一 0 (Cr 天 5) 


6.5 已 知 如 习题 图 6- 5 所 示 , 试 列 出 图 (a) 和 图 (b) 两 种 悬臂 梁 的 边界 条 件 。 





习题 图 6-5 


答案 : 图 (a); (y),-, 王 0， ( 守 ) ,二 9， Ej (S92) ,=0, 


E/(9¥) -0(%2) 





ar’ g \or 





图 (b): (y),-, 二 0， (2¥) _ 二 0， EJ (0 2) 一 一 全 ( 完 】 


dr yr” 





E/ (2) =ki (Cy) 
6.6 试 导出 习题 图 6-6 所 示 连 续 梁 横 向 振动 的 频率 方程 。 
(1) Li L,; 
(2) Li=L;=L,。 
答案 : (1) cot BL1i 十 cot BL 二 cth BLi 十 cth BL; 
(2) cot BL= eth BL 














x) EJ.pA Xo 
L L 
| -一 [一 2 _ 一 | 
习题 图 6-6 习题 图 6-7 


6.7 一 等 直 梁 置 于 连续 的 弹性 基础 上 ,两 端 简 支 , 受 常 讨 力 N 作用 ,如 习题 图 6-7 
所 示 。 梁 单位 长 度 质量 为 m, 抗 弯 刚 度 为 EJ ,弹性 基础 的 刚性 系数 为 &。 试 导出 梁 的 横 
向 振动 微分 方程 式 ,并 求 固有 频率 。 





要 2 
答案 : EJ 六 十 m FYHN SY+ky= 0, .= (FE) x) EJ (至 ) Nk 























m m m 
6.8 如 习题 图 6-8 所 示 两 端 固定 的 等 直 杆 ， | 轴 向 常 力 下 , 当 力 下 突 
然 取消 后 , 求 系统 的 响应 。 
2F ~ 1 .rar 
答案 ， ~ 一 5 3 Ss 
答案 : u(x,1) 一 REA,. 2 1) sin 了 cos wt 
FE pA,E 一 -人 _。， 
全 
L L i 
2 2 L 
上 | ee -| 
习题 图 6-8 习题 图 6-9 


6.9 一 根 以 常 速 度 ” 沿 z 轴 运动 的 村 ,在 zx 一 L/2 的 中 点 处 突然 停止 ,如 习题 
图 6-9 所 示 。 试 求 自 由 振动 的 响应 。 


4vL ~ 1 (2r— xr. (2r— 1)xat 
竹 安 ， 一 、 、 
答案 : u(x,1) 2 ror eos I sin I 


6. 10 ”一 长 度 为 L 的 简 支 梁 , 一 端 匀 支 , 男 一 端 由 静止 状态 从 高 度 为 hh 处 跌落 到 支承 
点 上 ,如 习题 图 6-10 所 示 .假设 在 碰 击 到 支承 之 前 梁 作 刚体 运动 ,没有 能 量 损失 ,接触 支 
承 后 无 反弹 , 求 此 后 梁 形 成 的 自由 振动 。 


/ ， rl 
答案 : w 一 /3 ，y(X,1t) 一 2 38h >， (一 了 sin Csin wt 
Tn rw, L 




















习题 图 6-10 习题 图 6-11 


6.11 ”如 习题 图 6-11 所 示 为 一 运动 的 无 轨 电 车 ,其 集 电 马 以 不 变 的 力 P。 作用 于 张 
紧 的 导线 上 , 当 电车 运动 时 ,此 作用 力 以 匀速 沿 导线 移动 .在 初始 瞬时 , 集 电 马 在 导线 的 
固定 支点 O 处 。 设 振动 时 导线 的 张力 为 To , 且 保 持 不 变 , 导 线 单位 长 度 的 质量 为 op。 求 导线 


的 振动 规律 。 
2PoL Yl. rar rnvt 
答案 : y(x,7) 一 FI 六 Sin 7 sin 


6.12 ”如 习题 图 6-12 所 示 为 一 端 固定 ,一端 自由 的 等 截面 均 质 杆 , 受 沿 轴线 均匀 分 
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布 的 外 激励 f(x ,1) 一 Tsin wt 作用 .。 试 求 其 强迫 振动 的 稳 态 响应 
4P ”2L . 
答案 : u(x,t) 一 FE 2 reo — wy wt, w, = 星 VS (r= 1， 3， 5，……) 


P 
u(x tf) Sinwt p,A,E F, sinay 
全 -二 手 二 一 
pAL L 


~ 一 一 和 一 一 -| 





习题 图 6-12 习题 图 6-13 


6. 13 ”如 习题 图 6-13 所 示 , 均 匀 杆 长 为 ,一 端 固定 ,一 端 自由 ,正弦 激励 Fusin wt 作 
用 于 自由 端 . 试 求 该 杆 在 正弦 激励 Fosin wt 作用 下 的 强迫 纵向 振动 。 


答案 : wz) 一 5 ALsn| | ssin( TE PE)sinot (r= 1,2,°) 
r=1 了 


Ww 





6.14 ” 试 求 习 题 图 6-14 所 示 悬 臂 等 直 杆 在 固定 端 受到 纵向 支承 运动 u.(0,1) = 
dsin wt 时 的 稳 态 响应 。 











。 . 4w? ~ 1 . ranr]. 
答案 : xz 二 u(x,1) 十 dsin wt 一 d| 十 2 7 sn 2 Jsin wt 
1 
OPN a 
了 | 六 1)+ 
E,p,L,A 
- a | ha, DD gy 
X. 
$00 cE) Do 
习题 图 6-14 


习题 图 6-15 


6. 15 ”一 等 截面 均 质 梁 在 振动 时 ,受到 与 速度 成 正比 的 阻力 作用 ,单位 长 度 的 阻尼 
系数 为 c, 如 习题 图 6-15 所 示 . 试 导出 该 梁 横向 振动 的 微分 方程 。 


答案 , pA 5 2 这 +c 和 +E] 9 了 = fn) 





6.16 等 截面 均 质 简 支 梁 受 突 加 分 布 载荷 f(x,t) = FF 的 作用 ,如 习题 图 6-16 
所 示 。 求 其 响应 
(一 TD)rH -2cP 








万 5EJ (1 一 cos w,t) (0 过 1) 
n 
答案 : q:(t) = 

(— Dt 2 feosw (11) — coswt] (heD) 





机 械 报 动 








y(X,t) = Docsin9 7 


? /leD) 1 "0 
oo 
DAE TT OT 
| 





L 





i 








习题 图 6-16 


6.17 ” 试 证 明 习 题 图 6-17 所 示 简 支 梁 在 任意 简 谐 激励 g(x,t) 二 Q(zx)sin wt 作用 下 
的 稳 态 响应 可 表达 为 

















D, IAT 

yx,t) 2 A in TL Sinwt 
式 中 

2 _. {rT ‘ EJ 了 | raz 

池 == ( 王 ) 次 ，D Qn sin TF- -dx 
并 写 出 g(x ,站 二 Qsin wt 时 梁 的 稳 态 响应 
sin “2 sin ZX 
_ 4Q， ~ L . _ 4QL — 1 L . 
答案 : y(zyi) 一 mA 2 a Sin wt rE] ,2 FT 一 六 sin wt， 


2 一 

6.18 如 习题 图 6-18 所 示 一 等 截面 均 质 悬 臂 梁 , 试 求 其 在 固定 端 有 支承 运动 
(一 cdsinowut 时 的 稳 态 响应 。 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EJ ,单位 长 度 的 质量 为 pA ,长 度 为 工 。 

YC | Y Cr)dz 


答案 : y(z,b 一 如 》) 
一 1 (ow 一 四 | Yi(r)dr 
0 


了 了 
p,4,EJ EJ,pA 
AAA - A ~ 
y(n) =o sin@t L 
| 


FO 





sin wt 











习题 图 6-18 习题 图 6-19 


6.19 试 证 明 如 习题 图 6-19 所 示 铵 支 - 自 由 梁 , 在 匀 支 端 有 支承 运动 y= yo sin wt 
时 ,自由 端 边 界 条 件 可 表达 为 
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sin BL 一 sh BL 
> Sn BLeh BL — cos BL sh BL 
6.20 求 习 题 图 6-20 所 示 一 端 固定 一 端 有 刚度 为 上 的 弹性 支承 的 等 截面 均 质 粱 的 


答案 ， wy 六 (1 3 ) 


Y(L) = 

















oe 


习题 图 6-20 习题 图 6-21 


6.21 如 习题 图 6-21 所 示 为 两 端 弹 性 支承 的 梁 , 玉 ,J ,p,A 均 为 常数 。 
(1) 写 出 用 瑞 利 商法 求 第 一 阶 固有 频率 的 计算 式 。 设 试 算 振 型 明 数 为 
Y=56 





TT 
L 
(2) 0 取 何 值 时 , 瑞 利 商 最 接近 于 实际 的 基 频 。 





4 
nx » 
一 十 2027 , 
2 E kL 
答案 : (1) w= 7 ,7 二 
p? :十 名 十 ra ) EJ 





wn La x/ x ?x 
(2) 2 和 (1 区) [4( 其) ‘yy 
6. 22 ”如 习题 图 6-22 所 示 的 简 支 梁 , 中 间 带 有 一 集中 质量 M, 且 M=o4AL。 试 求 前 
革 阶 加 有 频率 和 振 型 函数 。 其 中 第 三 阶 近 似 解 精度 要 求 不 高 。 


{EJ 
答案 ; w= 二 5.682 543 oAL™’ 
(01) -一 2 3 
Uo Cr) 一 /一 一 5 二 (o. 574 167sin 到 <)， 























_ EJ 
ws 一 39.478 418 A 
62) /2 , 2r7 
U(r) AFsin 了 ， 
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(3) 一 2 .AX . 37x 
UY (zx) [AL (519 935sin 号 十 0.774 582sin -下 ) 


2 u(x,t) 








m(x), EA(x) 








习题 图 6-22 习题 图 6-23 


6.23 考察 变 截面 悬臂 杆 的 纵向 振动 ,如 习题 图 6-23 所 示 。 在 zx 一 工 处 连接 一 弹簧 
&, 杆 的 质量 和 刚度 分 布 为 


maCz) = Sm[1 一 去 入) ]， EA(z) = SEA[1 一 证 (六 ) | 


设 杆 受 外 力 f(x, 四 = fou(t) ,其 中 f。 为 常数 ,uli) 为 单位 阶 跃 函数 。 求 杆 的 纵向 强迫 振 
动 的 响应 。 


6 全 1/ry , . nx . nx ， ， 
签 安 .jp 一 一 一 二 | 二 -一 一 一 一 一 一 一 se 
答案 : nm; gm| [1 ( ) ji 1) D7 Sin(2 1) 27 dT (i,j = 1,2,.,n) 





L 2 
k, 一 人 FA (2i— Dr (2 bs| [一 1 (¥) ]eosG2i 一 D 至 cos(2j 一 D 性 d 


5 2L 2L 0 2\L 2L 2L 
Fk (i, = 11,2, 7) 
QD = -21 r= 1,2,0,n) 


(2r— 1)x 
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振动 分 析 的 方法 很 多 ,数值 仿真 方法 是 进行 振动 分 析 最 直接 的 一 类 方法 ,它们 可 以 应 用 
于 包括 非 线 性 振动 在 内 的 各 种 振动 问题 ,这 类 方法 是 用 以 研究 动态 响应 的 有 效 手段 之 一 。 
从 数学 的 观点 来 看 ,数值 仿真 方法 是 解 微 分 方程 边 值 问 题 和 初 值 问题 的 逐步 积分 方法 。 近 
代 有 限 元 法 以 及 计算 技术 的 迅速 发 展 ,使 大 型 复杂 结构 可 以 用 有 限 元 离散 为 线性 或 非 线 性 
多 自由 度 系统 ,这 就 要 求 在 结构 动力 学 响应 计算 方面 应 采用 实用 有 效 的 数值 仿真 方法 ,才能 
对 系统 在 任意 激励 下 的 动态 响应 进行 分 析 。 数 值 仿真 方法 的 特点 是 在 时 间 域 内 对 响应 的 时 
间 历 程 进行 离散 ,把 运动 微分 方程 分 为 各 离散 时 刻 的 方程 ,将 某 时 刻 的 速度 和 加 速度 用 相 邻 
时 刻 的 各 位 移 的 线性 组 合 表示 ,于 是 系统 的 运动 微分 方程 就 化 为 一 个 由 位 移 组 成 的 某 离散 
时 刻 的 代数 方程 组 ,对 耦合 的 系统 运动 微分 方程 进行 逐步 数值 积分 ,从 而 求 出 在 一 系列 离散 
时 刻 上 的 响应 值 。 所 以 这 种 数值 仿真 方法 称 为 逐步 积分 法 (或 直接 积分 法 ) 。 

通常 的 振动 问题 自由 度 很 多 ,运算 量 很 大 ,使 得 其 求解 必须 花费 很 大 的 代价 。 为 了 尽 
量 缩短 计算 时 间 ,提高 计算 精度 ,必须 采用 高 效率 的 计算 方法 。 目 前 用 于 求解 多 自由 度 线 
性 振动 系统 的 常用 方法 有 : 中 心 差分 法 、 侯 博 特 (Houbolt) 法 ` 威 尔 逊 -0(Wilson-b) 法 、 纽 
马克 -BC(Newmark-B) 法 等 。 对 于 高 频 分 量 和 低频 分 量 混合 的 问题 , 若 采 用 无 条 件 稳定 的 
解法 ,可 以 提高 计算 效率 。 


7.1 中 心 差分 法 


中 心 差分 法 是 直接 积分 法 的 一 种 , 它 是 将 系统 的 运动 微分 方程 在 时 间 域 内 离散 ,化 成 对 
时 间 的 差分 格式 ,然后 根据 初始 条 件 ,利用 逐步 积分 求 出 在 一 系列 离散 时 刻 上 的 响应 值 。 
离散 系统 的 运动 微分 方程 为 
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MX Cx Kx = R(i) (7.1-1) 
式 中 ,M,C,K 分 别 为 系统 的 质量 矩阵 .阻尼 矩阵 和 刚度 矩阵 ; 让 , 交 , x 分 别 表示 系统 的 加 
速度 、 速 度 和 位 移 ;R() 是 外 力 向 量 。 
假定 在 1=0 时 ,位 移 、 速 度 和 加 速度 分 别 为 已 知 的 x,，, ,站 ,。 为 了 求解 系统 的 运动 
微分 方程 在 时 间 区 间 [0,T] 的 解 , 把 时 间 全 程 工 划分 为 2 等 份 , 即 
AL = 了 /7 (7.1-2) 
以 确定 在 时 刻 ,二 0, 二 Atyts 二 2At,… ,4 一 nAt 二 本 的 近似 解 。 
在 中 心 差分 法 中 , 按 中心 差 分 将 速度 和 加 速度 向 量 离散 化 为 
1 


x, 一 3 wy) (7.1-3) 
1 
区 一 EX 一 2xX, 十 X sr) (7.1-4) 


由 以 上 两 式 可 见 ,t 时 刻 的 速度 和 加 速度 是 以 相 邻 时 刻 的 位 移 表 示 的 。 考 虑 在 ;时刻 的 动 
力 方程 为 





ME 十 Ce 十 Ke 一 R， (7.1-5) 
将 式 (7.1-3) 和 式 (7.1-4) 代 入 式 (7.1-5), 有 
Kxiv =R, (7.1-6) 
式 中 
K= LMmi+.ic (7.1-7) 
Ar 2At 
R=R (K 2 M)x ( EY -1 Cx (7.1-8) 
z 1 Ar: 1 Ar 2At tat » 


求解 方程 式 (7. 1-6), 可 得 Xi aro 但 由 式 (7. 1-8) 可 以 看 出 ,为 求 xuw 必 须 使 用 Xi 和 x， ALt 
的 值 。 可 见 开始 计算 时 , 即 :=0 时 ,要 计算 x 的 值 ,就 需要 知道 x w 的 值 。 因 此 应 该 有 
一 个 起 始 技 术 , 因 而 这 种 算法 不 是 自 起 步 的 。 由 于 x, 启 , 放 ,是 已 知 的 , 由 1 一 0 时 的 
式 (7. 1-3) 和 式 (7.1-4) 可 得 

Xa Xo AL | Mi (7. 1-9) 
中 心 差分 法 的 计算 机 实施 格式 如 表 7. 1-1 所 示 。 


表 7.1-1 中 心 差分 法 的 计算 机 实施 格式 





A. 初始 计算 
(1) 形成 质量 矩阵 MM、 阻尼 和 矩阵 C 和 刚度 矩阵 天 
(2) 给 出 初始 值 Xo, Xo ,Xo 
(3) 选择 时 间 步 长 At,At< Ate ,并 计算 积分 常数 : 
ao=1/At ;yat =1/(2At) ;as = 2a03a3 = 1/a; 
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A. 初始 计算 
(4) 计算 xs = xo 一 Atxo 十 as。 
(5) 形成 有 效 刚度 矩阵 天: 玉 一 ao M 二 wwC 
(6) 对 天 作 三 角 分 解 : K=LDL” 


B， 关 于 每 一 时 间 增 量 计算 
(1) 计算 上 时 刻 的 有 效 载 荷 


R=R,—K—aMx— Ca Ma Oxy 
(2) 计算 :十 At 时 刻 的 位 移 

LDL'™x,, vy =R, 
(3) 如 果 需 要 ,计算 上 时 刻 的 加 速度 和 速度 











X, = do(X yy 一 2xX 十 xXrw) 


Xi 一 av 一 2 ) 
CT 


中 心 差分 法 是 一 种 显 式 积分 方法 。 需 要 特别 指出 的 是 ,使 用 中 心 差分 法 必须 考虑 积 
分 的 时 间 步 长 Ar 不 能 大 于 临界 值 At.., 即 
At < Aiu = T,/x (7.1-10) 
式 中 ,T, 为 离散 系统 的 最 小 周期 。 如 果 不 满足 式 (7.1-10) ,数值 解 将 出 现 发 散 现象 ,因此 
这 种 算法 不 是 无 条 件 稳定 的 。 





7.2 ， 修 博 特 法 


修 博 特 (Houbolt) 法 是 Houbolt 为 研究 飞机 振动 所 提出 的 方法 。 该 方法 是 以 三 级 位 
移 插值 为 基础 的 ,通过 四 点 的 位 移 建立 三 次 式 , 用 两 个 向 后 差分 公式 表示 在 时 刻 t 十 At 的 





速度 和 加 速度 , 即 
xn 一 Clan 一 18x + 9x, 一 2x su) (7.2-1) 
ia 一 i Dx 一 Sx, + hx Ar — Xr zn) (7.2-2) 
于 是 ,在 1 十 At 时 刻 的 动力 方程 为 
MXit Cera Kx = Ra (7.2-3) 
将 速度 和 加 速度 的 向 量 形式 式 (7. 2-1) 和 和 式 (7.2-2) 代 人 式 (7.2-3), 即 得 关于 x+w 的 求 
解 方程 


Kx ,a 一 (7.2-4) 


到， 

















2 11 2 _ 
k KitenCct a 《7.2-5) 
~ 5 3 4 3 
Rn = Rst (RM+ 总 Cjx， (A M+ Cs 
1 1 
十 (SM+ samc) 2 (7.2-6) 


由 式 (7.2-4) 一 式 (7.2-6) 可 以 看 出 ,要 计算 x,. wy 时刻 的 解 ,必须 使 用 前 三 步 的 位 移 x,， 
xX， nt 和 Xx,-za。 由 于 该 方法 不 是 自 起 步 的 ,因此 需要 用 其 他 方法 由 x ,xX。, oo 起 步 ， 例 如 
可 用 中 心 差分 法 求 出 xy 和 xzw 后 再 使 用 Houbolt 法 的 方程 (7.2-4) 逐 步 求 解 。 

Houbolt 法 的 计算 机 实施 格式 如 表 7.2-1 所 示 。 


表 7.2-1 Houbolt 法 的 计算 机 实施 格式 
A. 初始 计算 
(1) 形成 质量 矩阵 M,. 阻 尼 符 阵 C 和 刚度 乍 阵 天 
(2) 给 出 初始 值 xo ,sy 
(3) 选择 时 间 步 长 At, 并 计算 积分 常数 : 


ao 一 2/AB3d =11/(6At) id 一 5 人 AP ;a 一 3 人 Ad 一 一 2doja5 一 一 ca/ 23 
as 一 ao/2;ay 一 as/9 


(4) 使 用 特殊 的 起 始 过 程 ,计算 Xu A Xo 
(5) 形成 有 效 刚度 矩阵 下 :天 = aoM 十 ww C 十 天 
(6) 对 下 作 三 角 分 解 : 并 一 LDLT 
B. 关于 每 一 时 间 增 量 计算 
(1) 计算 1 十 At 时刻 的 有 效 载荷 
Rw =R ys +M ax tax a tasx sa) CCasx + as. a 二 ax zw) 
(2) 计算 1 十 At 时 刻 的 位 移 
LDL' x,: 一 Rs 
(3) 如 果 需 要 ,计算 1 十 At 时 刻 的 加 速度 和 速度 














罗 
itar doXita 一 0Q2X ~ Qia de Xe 2a 
Ar 二 UlNitar UsxX Us Xe-ar A7 Xi 2at 





Houbolt 法 和 中 心 差分 法 的 根本 不 同 之 处 是 刚度 和 矩阵 出 现在 方程 (7. 2-4) 的 左 端 ， 
因此 Houbolt 法 是 隐 式 积分 格式 ,其 会 人 误差 与 步 长 At 的 大 小 无 关 , 所 以 Houbolt 法 是 
无 条 件 稳定 的 。 
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7.3 威尔逊 -6 法 


威尔逊 -0(Wilson-0) 法 假定 在 Li,t 十 9At](0 之 1) 时 间 间 隔 内 ,加 速度 呈 线 性 变化 ,如 
图 7.3-1 所 示 。 令 z 为 自 上 时刻 开始 的 时 间 变 量 , 适 用 于 0 和 
r<bpAx, 根 据 线性 加 速度 的 假设 可 得 在 此 范围 内 的 加 速度 








Ee = ET Aom —E,) (7.3-1) 
积分 后 得 
bi. 一 二 二 二 Er 十 35m 一) (7. 3-2) Ft 
., ，， 图 7.3-1 Wiison-0 法 模型 
Xitr Xe | Xir 十 Fr | Bh Few Xx,) (7.3-3) 
二 9At, 由 以 上 两 式 可 得 1 十 9At 瞬时 的 速度 和 位 移 分 别 为 


OA 


ii oa om 十 定 ) (7.3-4) 


2 2 
Xitoat 二 Xe 十 OA 民 ， 十 本 





(oa 十 2X,) (7.3-5) 


根据 以 上 两 式 , 可 将 上 十 OAz 时 刻 的 加 速度 和 速度 用 位 移 来 表示 , 即 
6 . 











iin = FA Crt 1) 一 (7. 3-6) 
ou = FA Cen x ) 一 22 Cz, (7. 3-7) 
于 是 ,在 1 十 9At 时 刻 的 动力 方程 为 
Mi ow 十 Caau 十 Ra = Roow (7. 3-8) 
式 中 
Ren 三民, 十 OCR — R,) (7.3-9) 


将 加 速度 和 速度 的 向 量 形式 式 (7. 3-6) 和 式 (7. 3-7) 以 及 外 力 关 系 式 (7. 3-9) 代 入 
式 (7. 3-8), 即 得 关于 x,;ow 的 求解 方程 为 


Kx ,on 一 Ro (7.3-10) 
式 中 


> 3 6 
K= KtjnC tyxaM 





(7.3-11) 
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Ro —R, + OR —R,) 


6 6 ， ，， 3 ， OAt.. _ 
+M (Fra t FA + 2 ) + C (Fr + 2 十 x,) (7. 3-12) 
求解 方程 式 (7. 3-10), 可 得 :ow。 求 出 1 十 9At 瞬时 的 位 移 x,. ow 之 后 , 代入 式 (7.3-6) 就 


可 获得 主 ,ow ,而 后 在 式 (7.3-1) 中 取 z 二 Ai, 并 将 式 (7.3-6) 代入 , 有 








., 6 6 . 3 、,， 
A 一 1 一 二 一 
Xta FAL Xe xy) FA 十 ( 0 jz， (7.3-13) 
同样 取 r= 王 Al ,将 式 (7.3-1) 分 别 代 入 式 (7.3-2) 和 式 (7.3-3), 有 
x = 襄 十 全 (Es FF ) (7. 3-14) 
。 AP .. ,。 
Xiiar 一 所 二 AR 十 有 as 十 2 (7.3-15) 


这 样 就 完成 了 一 步 的 积 

本 方法 的 物理 意义 是 ; 假定 加 速度 在 时 刻 :一 :十 6A 内 为 线性 变化 ,首先 计算 在 
[t,t 十 9Atj 区 间 的 近似 解 , 但 仅 取 其 中 前 半 部 分 (到 时 刻 1 十 Az) 作 为 正式 的 近似 解 而 合 去 
后 半 部 分 (时 刻 1 十 Ai 以 后 )。 这 种 巧妙 的 处 理 并 非 出 于 物理 的 原因 ,而 主要 是 数学 的 ( 计 
算 技 术 的 ) 理 由 。 

在 Wilson-0 法 中 ,只 要 0 值 取 1.37 以 上 ,不 管 At 取 怎 样 的 值 都 是 稳定 的 ( 即 这 种 算 
法 是 无 条 件 稳 定 的 )。 当 然 ,At 过 大 ,精度 要 降低 ,但 只 要 不 发 散 , 就 可 根据 经 验 和 工程 常 
识 判 断 ,灵活 掌握 。 可 见 ,9 的 取 值 小 于 1. 37 的 意义 不 大 ,但 并 不 是 说 9 的 取 值 只 要 在 
1. 37 以 上 ,不 管 多 大 都 可 以 。 实 际 上 ,9 最 好 不 要 太 大 ,否则 精度 会 下 降 ( 截 断 误差 增加 )。 
因此 ,Wilson 推荐 的 合理 0 值 为 1. 4。 

Wilson-6 法 的 计算 机 实施 格式 如 表 7. 3-1 所 示 。 


表 7.3-1 Wilsonrb 法 的 计算 机 实施 格式 
A. 初始 计算 
(1) 形成 质量 和 矩阵 M. 阻 尼 和 矩阵 C 和 刚度 矩阵 天 
(2) 给 出 初始 值 go ,xzo， 总 
(3) 选择 时 间 步 长 Ai, 取 9 二 1.4, 并 计算 积分 常数 : 
ao =6/(0A1)’ ;al=3/(0At) ia —=2al ;4d3 =0At/2;ad1 =ao /0;as = —as/0; 
as =1—3/0;a;— At/2;as = Art: /6 
(4) 形成 有 效 刚度 矩阵 KK; 下 aoM 十 aiC 十 下 


(5) 对 改作 三 角 分 解 : 并 = LDLT 
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续 表 
B. 关于 每 一 时 间 增 量 计算 
(1) 计算 1 十 0At 时 刻 的 有 效 载 荷 


Ryoat = RR, 二 0(Riy — R,) + M(aox, 十 a2X, 十 2X,) 十 Claix, 十 2%, 二 as) 
(2) 计算 t 十 9Ai 时 刻 的 位 移 

LDL"' Wireaf 一 R, Bat 
(3) 计算 :十 At 时 刻 的 加 速度 .速度 和 位 移 


Kia = a (Kiom — Ki) as xX, asxX 
Xitat = X, 十 az (Xiy 十 芋 ,) 


Ji = Xi 二 AX dg (Xi 十 2) 





Wilson-0 法 是 一 种 隐 式 积分 方法 , 即 每 计算 一 步 ,必须 解 一 个 线性 代数 方程 组 。 此 
外 ,这 种 算法 是 自 起 步 的 ,i 十 At 时 刻 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 都 可 由 t 时 刻 的 变量 表示 ,不 
需要 特别 的 起 步 技术 。 


7.4 纽 马克 -8 法 


纽 马克 -8(Newmark-8) 法 同样 也 是 假定 在 时 间 间 隔 [#tA 妇 内 加 速度 呈 线 性 变化 ， 
它 的 基本 假定 为 
Kun = 十 [C1 一) 二 6X JAt (7.4-1) 
Xuan = Xi 二 XAt+ /2 ABE, 十 BA (7.4-2) 
式 中 ,6 和 有 为 按 积分 的 精度 和 稳定 性 要 求 可 以 调整 的 参数 。 研 究 表明 , 当 8 之 1/2， 
B 宇 1/4(1/2 十 8) 时 ,Newmark-8 法 是 无 条 件 稳定 的 。 
Newmark-p8 法 每 步 积 分 应 满足 1 十 At 时 刻 的 动力 方程 








MX ,a 十 CX 二 Kx :a 一 Ri (7.4-3) 
根据 式 (7.4-1) 和 式 (7. 4-2) 可 给 出 过 rw 和 Xa 用 rw， 表示 的 表达 式 ， 即 
、 1 1 。 1 2 
一 1 。 一 
Ee = FAR 一 是 ) 一 本 这 ( 六 )A (7.4-4) 
:6 _- 四 YA _ 
证 (1 6 计 十 (1 把 人 (7.4-5) 
代入 方程 式 (7.4-3) ,就 得 到 关于 ”+w 的 方程 为 
Kx,: a 一 Ra (7.4-6) 


式 中 


2 人 1 
一 M 
R= K+anCt gr 





(7.4-7) 
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Ri =R, +M| Bp* + + (元 1)#, | 
rc a (3 1) 生 十 (加 一 ja ] (7.4-8) 


求解 方程 (7. 4-6) 就 可 得 到 x,. w， 然 后 根据 式 (7.4-4) 和 式 (7.4-5) 可 分 别 解 出 芝 ,w 和 


Xa 
Newmark-8 法 的 计算 机 实施 格式 如 表 7. 4-1 所 示 。 
表 7.4-1 Newmark-p 法 的 计算 机 实施 格式 





A. 初始 计算 
(1) 形成 质量 矩阵 M. 阻 尼 和 矩阵 C 和 刚度 矩阵 天 
(2) 给 出 初始 值 ze ,Xo ,让 
(3) 选择 时 间 步 长 A1, 参 数 8 和 6, 并 计算 积分 常数 : (6 宇 1/2;8 宇 1/4(1/2 十 6)?) 


ao = 1/(BAt ) ;a =6/(BAtD) ;as =1/(BAD) ;43 =1/28 一 1:a 一 /8 一 1 
as = At/2(6/8—2) ;a6 = At(l—6) ;a; =6AI 














(4) 形成 有 效 刚度 矩阵 KK; K=aoM+aiC+K 


(5) 对 玫 作 一 角 分 解 : K= LDL 
B. 关于 每 一 时 间 增 量 计算 
(1) 计算 * 十 At 时 刻 的 有 效 载荷 


Riis = Ry Maox 十 coX ct ar¥) + Carx +t ax, + aa,) 
(2) 求解 1 十 At 时 刻 的 位 移 
LDL! x y=R ,vy 





(3) 计算 1 十 At 时刻 的 加 速度 和 速度 


ira Uo (Xitar Xi) dz Xi daX, 








Rua 一 天 十 as 和 十 ay 和 
Newmark-8 法 同样 也 是 一 种 隐 式 积分 方法 ,是 无 条 件 稳 定 的 方法 。 随 着 8 数值 的 增 


加 ,将 降低 计算 精确 度 ,通常 8 二 1/12 时 有 很 好 的 精确 度 ,但 是 此 时 Newmark-8 法 是 条 件 
稳定 的 。 


7.5 算 例 


对 振动 研究 而 言 , 仿 真 就 是 求 运动 微分 方程 的 数值 解 ,以 研究 结构 系统 在 某 种 特定 条 
件 下 的 振动 特性 。 本 节 将 给 出 一 些 振动 仿真 的 算 例 ,这 些 算 例 将 尽量 体现 前 面 的 数值 仿 
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真 方法 的 基本 思路 。 
例 7.5-1 如 图 7.5-1 所 示 的 无 阻尼 两 自由 度 系统 , 受 常 力 作用 ,初始 位 移 和 速度 都 


为 零 , 用 前 述 各 种 方法 求 其 响应 。 
解 : 系统 运动 微分 方程 为 
2 | 


已 知 初始 条 件 为 





Zio = X20 一 0， in 一 ao 一 0 
这 里 为 了 比较 , 先 求 出 方程 的 精确 解 。 由 齐 次 方程 可 求 出 系统 的 固有 频率 、 固 有 周期 和 正 
则 振 型 为 


1 / 
2 3 


wi = w=V5, T=4.44, T,=2.8], uo= 


Sr- 5 


可 得 满足 初始 条 件 的 精确 解 
1 1 /2 5 
1" 3 2 3 fi" COS V21) 


3 
二 V3 2 了 1 十 cosWV57) 
根据 求 出 的 固有 周期 T, 二 4. 44,T; 二 2. 81 来 选取 积分 步 长 ,大 约 取 (1/10)T, 为 积分 步 
长 ,在 计算 中 取 At 一 0. 28。 
表 7.5-1 和 表 7.5-2 给 出 了 各 种 算法 的 位 移 , 并 与 精确 解 相 比较 。 图 7. 5-2 给 出 了 
各 种 算法 和 精确 解 计算 的 位 移 与 时 间 的 关系 曲线 。 


表 7.5-1 位 移 解 x 























时 间 精确 解 中 心 差分 法 | Houbolt 法 Wilson-0 法 Newmark-8 法 
| B=0. 25,6=0.5 

1Ar 0. 006 0. 000 0. 00 0. 006 05 0.006 73 

2At 0.045 0.0307 0.0307 0.0525 0.0504 

3Ar 0. 170 0. 168 0. 167 0. 196 0. 189 

4At 0.520 0. 487 0. 461 0. 490 0. 485 

5Ar 1.050 1.02 0.923 0. 952 0.961 

6Ar 1.720 1.70 1.50 1.54 1.58 

7At 2.338 2. 40 2.11 2. 16 2. 23 

8At 2.861 2.91 2.60 2.67 2.76 





















































续 表 
时 间 精确 解 中 心 差分 法 | Houbolt 法 Wilson-b 法 gs 
9Ai 3. 052 3.07 2 86 2. 92 3. 00 
10At 2. 801 2.77 2. 80 2. 82 2. 85 
11Ar 2. 130 2.04 2. 40 2. 33 2. 28 
12At 1. 157 1.02 1.72 1.54 1. 40 
表 7.5-2 位 移 解 x 
时 间 精确 解 中 心 差分 法 Houbolt 法 Wilson-6 法 Pp 
1At 0. 379 0. 392 0. 392 0. 366 0. 364 
2At 1.40 1. 45 1.45 1. 34 1. 35 
3At 2.79 2. 83 2. 80 2.64 2.68 
4At 4. 12 4.14 4.08 3. 92 4.00 
5Ai 5. 04 5.02 5. 02 4. 88 4. 95 
6At 5. 33 5. 26 5. 43 5.31 5. 34 
7At 4. 985 4. 90 5. 31 5.18 5.13 
8At 4. 277 4. 17 4.77 4.61 4. 48 
9At 3. 457 3.37 4.01 3.82 3.64 
10At 2. 806 2.78 3.24 3. 06 2. 90 
11A/ 2. 434 2. 54 2. 63 3.52 2. 44 
12At 2. 489 2. 60 2. 28 2. 29 2.31 





















、 和 
一 -一 中心 差分 法 
----- Houbolt 法 
4F 一 -一 Wilson-0 法 (6=1.4) 4 
一 -一 Newmark-B 法 (6=0.5,6 =0.25) 
精确 解 
一 3 全 
三 及 引 
去 
2 2 上 
~ Houbolt 法 
一 -一 Wilson-6 法 
1 ] 一 -- 一 Newmark-B 法 
精确 解 
上 1 | | 1 上 上 1 上 1 
0 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 
At 
(b) 
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例 7.5-2 如 图 7.5-3 所 示 的 有 阻尼 两 月 由 度 系统 ,在 简 谐 激励 作用 下 产生 振动 ,给 
定 初始 条 件 为 


ci=1 co=1 











X2 
7 3 ， 3 ， 8 人 3 Sint 
Xo 5 X20 TS? X10 5 20 一 ”后 ee 
用 逐步 积分 方法 求 位 移 响应 。 i 
解 : 系统 运动 微分 方程 为 的 


Eh J) 
为 了 便于 比较 , 求 得 方程 的 精确 解 为 


[一 坟 [sj* 二 [，] 
x 一 1518js 二 19 9s 


在 计算 中 取 A 二 x/10。 表 7.5-3 和 表 7.5-4 给 出 了 各 种 算法 的 位 移 , 并 与 精确 解 相 比较 。 


表 7.5-3 位 移 解 加 





























时 间 精确 角 Wilson-9 法 Wilson-0 法 Do ee 区 
6 一 1.3661 0=—1.42 B=T'6 一 芭 B= 了 "6 一 去 
2At —0.7302 二 0.7321 二 0.7323 一 0.7330 一 0.7291 
4At 一 0.7148 一 0.7235 一 0.7243 一 0.7193 一 0.7168 
6Ar 一 0.4264 一 0. 4430 一 0. 4448 一 0. 4310 一 0. 4345 
8At 0. 0249 0.0042 0.0019 0.0216 0.0109 
10At 0. 4667 0. 4491 0. 4473 0. 4658 0. 4501 
12Al 0.7302 0.7232 0.7228 0.7320 0.7163 
14Ar 0.7148 0.7228 0. 7242 0.7186 0.7088 
16At 0. 4264 0. 4485 0.4517 0. 4306 0. 4313 
18Ar 一 0.0249 0. 0052 0.0092 一 0.0218 一 0. 0099 
20At | 一 0.4667 一 0. 4383 一 0.4347 一 0. 4658 一 0. 4460 
表 7.5-4 位 移 解 x 
~ 
时 间 精确 解 。| wilson-9 法 | Wilson-9 法 ewe 所 Te 
6 一 1.3661 0 一 1.42 B 一 广 '6 一 友 一 六 '6 一 广 
2At —0. 7989 —0.8009 | 二 0.8011 —0. 8017 —0. 7982 
4At 一 0. 6926 一 0.7012 一 0.7020 一 0. 6976 一 0. 6955 
6At 一 0. 3218 一 0.3381 一 0.3397 一 0.3272 一 0.3311 
8At 0. 1719 0. 1515 0. 1495 0. 1679 0. 1565 
10Ai 0. 6000 0. 5826 0. 5810 0. 5988 0. 5822 
12At 0.7989 0. 7922 0.7919 0. 8007 0.7846 
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续 表 

时 间 精确 解 Wilson-0 法 Wilson-0 法 Mowenep 江 ee 区 

0 一 1.3661 0 一 1.42 B= 立 '6 一 取 B= 闻 ,6 一 地 
14Ai 0.6926 0.7014 0.7028 0.6968 0.7088 
16At 0.3218 0. 3451 0.3482 0. 3267 0. 3283 
18Ar 一 0. 1719 一 0. 1406 一 0. 1366 一 0. 1681 一 0. 1548 
20At 一 0. 6000 一 0.5705 一 0. 5670 一 0.5987 一 0.5774 

CO 


例 7.5-3 如 图 7.5-4 所 示 的 双 质 体 振动 机 , 当 振 动 中 心 与 初始 平衡 位 置 重合 时 ,可 


列 出 以 下 振动 微分 方程 
[7 0 | 宛 | 十 | 十 cy 十 Co 一 《cz 十 ”| Xl 
0 mjlzr 一 (cz 十 co) cesttcod lz, 


[ | 
— (kz 十 ko) R 十 ks 十 ko Xe2 
图 7.5-4 [ koesin wt 一 coeweos | 





koesin wt 十 coewcos wt 

式 中 双 质 体 的 质量 mm 二 130. 66 kg 和 mm 二 270. 72 kg, 阻 尼 系 数 c= 二 cs 二 cs 二 20,5 N。s/cm， 
连 杆 阻尼 系数 co 二 10.0 N。s/cm, 主 振 弹 得 刚度 二 二 & 一 15 680 N/cm, 连 杆 弹 筑 
刚度 is =50000N/cmn, 主轴 偏心 和 拢 
e 二 1.6 ccm, 主轴 的 角速度 w= 二 57.5s ,i 
为 时 间 ,zzz， Xl X21 为 质 体 1 和 
质 体 2 的 位 移 .速度 和 加 速度 。 试 计算 系统 
的 响应 。 

解 : 对 此 振动 机 系统 应 用 Newmark-B 
方法 ,并 取 p=1/4 和 8 一 1/2, 计 算出 质 体 1 
的 位 移 zx 和 质 体 2 的 位 移 x; 随 时间: 的 变 _08 ， ， 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
化 基线 (图 7.5-5)， tin 

例 7.5-4 如 图 7.5-6 所 示 为 轮胎 驱动 
振动 压路机 的 “压路机 - 土 " 的 典型 模型 。 两 
个 自由 度 的 振动 方程 为 


mi 0 并 1 Cl 一 (Cl 1 ki — ki Xl 0 
[®tl jl -bio 
0 mo 工 ? — cl cl 十 cs 之 一 及; ki 十 R， Xo Fosin wt 


2 





2 











图 7.S-S 





F. = V(ksra)’ + (cia)? 





。 第 7 章 振动 的 仿真 
式 中 
F, = Mw’ = Frw’ 
其 中 M. 为 偏心 块 的 静 偏 心 质量 矩 ,FF 为 偏心 力 ,r 为 偏心 块 的 偏 
心 矩 。 

某 振动 压路机 的 上 车 质量 mm 一 1814 kg, 下 和 车 质量 1m2 一 2903 kg， 
减 振 器 阻尼 c 王 52.5 N。，s/cm, 土 的 阻尼 c 王 700.5 N。，s/cm, 减 振 
器 刚度 ki 三 52. 5 kN/cm, 土 的 刚度 已 三 140. 1 kN/cm, M, 一 
510 kg， cm,w 二 1500 r/min。 试 计算 系统 的 响应 和 振动 压路机 下 车 
(振动 轮 ) 对 地 面 的 作用 力 下 ,.。 

解 : 对 此 振动 压路机 的 “压路机 - 土 系 统 应 用 Wilson-b 方法 ,并 图 7.5-6 
取 9 一 1.4, 计 算出 上 车 质量 mw 和 下 车 质量 mm: 的 位 移 ri rs 和 振动 轮 
对 地 面 的 作用 力 F. 随 时 间 1 的 变化 曲线 (图 7.5-7 和 图 7.5-8)。 








A 














0 1 2 3 4 5 
时 间 es 
图 7. 5-7 





5.00E+5 
4.00E+5 
” 3.00E+5 


2.00E+5 


振动 轮 对 地 面 的 
作用 力 F/N 


1.00E+5 








0.00E00 1 1 L 
0 4 


时 间 rs 
图 7.5-8 


例 7.5-5 某 一 振动 传递 路 径 问题 可 以 简化 为 如 图 7. 5-9 所 示 的 系统 模型 ,这 里 只 考 
虑 单 激励 情形 。 设 坐标 如 图 所 示 ,系统 的 振动 微分 方程 为 
MY 十 CE 十 Kx = F() 
式 中 
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M 一 diagLm，、， ma xm ma 7 


cs 十 Cspl 十 Csp2 十 Csp3 Cspl Cp Csp3 0 
一 CN Cl 十 cm 0 0 一 com 
C= 一 Cype 0 Cop 十 Crps 0 — Cpe 
Csp3 0 0 Csp3 十 Crpb3 Crp3 
《ml Crp2 Crp3 cr 十 Crpl 十 Crp2 十 Crp3 
kk 十 k、 spl 4 k、 sp2 十 ka ki Rp ks 0 

k,n ko + ko 0 0 — ki 

— Rs 0 Ra + Ri 0 — kipz 

ki 0 0 ks 十 kips 本 kips 

一 RN — kipz — ks k, 二 kw 二 kis 二 kms 


F(1) = FE oinc 0 0 0 0, x()=[r ve Ye Ym Xl 

若 振 源 系统 的 质量 m., 二 0.5 kg, 振 源 系 统 的 阻尼 c, 二 1 N，s/m, 振 源 系 统 的 刚度 .二 

500 N/m, 接 受 系统 的 质量 m. 二 0.5 kg, 接 受 系统 的 阻尼 c, 一 1 N，s/m, 接 受 系统 的 刚度 
二 1000 N/m, 三 个 传递 路 径 的 质量 .阻尼 和 刚度 分 别 为 mw 一 0.4 kg,mz 一 0.5 kg， 

1 二 0.6 kgcn =—=cm—=6Ne: ss/m cm = cm—=A4Ne ss/m cn cm—=8 Ne. s/m,k = 

kn = 800 N/m,kw —= km —600 N/m,kos 一 Am 一 400 N/m, 激 励 的 幅 值 F, 二 10N, 激 励 的 

频率 w 一 21 rad/s。 试 确定 此 振动 传递 系统 的 固有 特性 与 响应 。 

















pl 


[Hem Crp2 3 | 


























图 7.5-9 


解 : 对 此 振动 传递 路 径 系统 应 用 Newmark-8 方法 ,并 取 8=1/4 和 6 一 1/2, 计 算出 接 
受 系 统 质量 m, 的 位 移 zx.、 速度 区, 和 加 速度 并, 随时 间 上 的 变化 曲线 分 别 如 图 7. 5-10 一 
图 7.5-12 所 示 。 


速度 /(m/s) 
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时 间 r/s 


图 7.5-10 
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oo 上 


4 6 
时 间 ws 


图 7.5-11 
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DF 


4 6 
时 间 rs 


or 
So 


图 7.5-12 
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根据 系统 的 特征 分 析 可 以 发 现 系 统 的 固有 频率 分 别 为 w 二 21. 895 rad/s, wz 一 
40.747 rad/s,ows 王 55.3717rad/s,o 一 71.177 rad/s,os 王 87.530 rad/s, 而 激励 的 频率 取 为 
wo 二 21 rad/s, 这 也 就 不 难 理解 为 什么 在 初始 阶段 系统 的 响应 会 逐渐 增 大 。 但 是 由 于 阻尼 
起 到 了 吸 能 和 耗 能 的 作用 ,避免 了 系统 的 振幅 随时 间 无 限 地 增加 。 利 用 阻尼 吸 能 减 振 的 
技术 ,早已 在 航天 航空 .军工 、 枪 炮 .汽车 等 行业 中 得 到 了 广泛 的 应 有 用。 从 20 世纪 70 年 代 
以 后 ,人 们 开始 逐步 地 把 这 些 技术 转 用 到 建筑 .桥梁 .铁路 等 下 程 中 ,其 发 展 士 分 迅速 。 到 
20 世纪 末 ,全 世界 已 有 相当 数量 的 结构 工程 运用 了 阻尼 器 来 吸 能 减 振 。 

由 于 振 源 的 激励 是 通过 传递 路 径 传播 到 接受 系统 的 ,因此 取 传 递 率 ( 即 实际 传递 力 与 

i ee 该 是 有 效 的 途径 之 
一 里 只 给 出 振动 传递 路 径 系 统 的 动态 响应 ,也 就 是 多 路 径 
sn 局 流 妥 体 的 综合 页 献 

例 7.5-6 如 图 7. 5-13 所 示 的 车 辆 系统 的 振动 微分 方 

程 为 














Mx 十 Cr 十 天 x = F(t) 





式 中 
ml 0 0 0 0 
0 ms» 0 0 0 
M= | 0 0 zm 0 0 
0 0 0 mm 0 
0 0 9 oo 了 工 
Cl 0 0 一 Cl acl 
0 C2 0 一 dc 
C= 0 0 Cs — Cs — bcs 
一 Cl 一 cy 一 ci cl 十 cs 十 cs 一 acl 一 弛 fs 十 As 
acl dc» —bes —ac—dcstbs actdc toe 
k) 0 0 一 上 | CR 
0 kz 十 ks 0 一 大 2 CR， 
K= | 0 0 ks 十 ks — ks — bk; 
一 上 —k; — ks Ri 十 Rs 十 有 Rs — ak! — dk; + bk; 
ak | CAR， —bk3 一 岂 一 大 :十 大 AR 十 c bk; 


x= [xr xz xz rr op] F=[0 ky ksy 0 0 
若 座 椅 和 人 的 等 效 质量 mm 一 100 kg, 前 轮 的 等 效 质 量 ms 二 480 kg, 后 轮 的 等 效 质量 
ms 一 945 kg, 车 架 的 等 效 质量 m= 二 7885 kg, 车 架 绕 质 心 的 转动 惯量 [一 3 743 200 kg。cm ， 
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座 椅 的 等 效 阻尼 系数 ci 二 18 N. s/cm, 前 悬挂 系统 的 等 效 阻 尼 系 数 c 二 70 N。s/cm, 后 
悬挂 系统 的 等 效 阻尼 系数 c: 二 140 N，s/cm, 座 椅 的 等 效 弹 得 刚度 二 21 N/cm, 前 悬挂 
系统 的 等 效 弹 得 刚度 &, 二 9500 N/cm, 前 轮胎 的 等 效 弹 得 刚度 一 4800 N/cm, 后 悬挂 系 
统 的 等 效 弹 得 刚度 ,二 1700 N/cm, 后 轮胎 的 等 效 弹 簧 刚度 &; 二 19 000 N/cm, 座 椅 中 心 
至 车 架 质 心 的 距离 a 二 200 cm, 前 轮 中 心 至 车 架 质 心 的 距离 4 二 300 cm, 后 轮 中 心 至 车 架 
质心 的 距离 6 二 100 cm, 路 面 不 平整 函数 y= 二 4cos (1 一 2xvt/1000)cm, 和 车 辆 行驶 的 速度 
v 二 36 km/h。xi,Xxs ,Xx3,X,9 为 质 体 1、 质 体 2、 质 体 3、 车 架 的 位 移 和 转角 。 试 计算 系统 的 
响应 。 

解 : 对 此 车 辆 系统 应 用 Newmark-8 方法 ,并 取 8=1/4 和 6=1/2, 计 算出 座 椅 和 人 的 等 
效 质量 mi 的 位 移 x 、 速 度 记 和 加 速度 羡 随时 间 上 的 变化 曲线 (图 7.5-14 一 图 7.5-16)。 
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习 题 


7.1 分 别 根据 中 心 差分 法 、Houbolt 法 、Wilson-96 法 和 Newmark-8 法 的 原理 ,编制 
求解 多 自由 度 振 动 系 统 的 响应 的 算法 程序 。 

7.2 分 别 应 用 中 心 差分 法 .Houbolt 法 `Wilson-0 法 和 Newmark-8 法 求解 多 自由 度 
振动 系统 的 响应 ,用 以 验证 程序 的 正确 性 。 

7.3 ”分别 应 用 中 心 差分 法 .Houbolt 法 、Wilson-0 法 和 Newmark-8 法 求解 你 所 研究 
领域 内 的 多 自由 度 振 动 系统 的 响应 问题 。 





加 时 四 吉 一 





非 线性 振动 向 介 





如 果 已 经 打开 了 一 扇 观 察 世界 的 窗口 , 那 是 线性 的 窗口 ,也 是 人 们 习惯 的 观察 世界 的 
思维 方式 ,那么 , 非 线 性 就 打开 了 另 一 扇 窗口 ,人 们 能 够 用 两 只 眼睛 来 观察 世界 ,呈现 在 眼 
前 的 是 由 简单 性 与 复杂 性 .确定 性 与 随机 性 交织 在 一 起 的 千变万化 的 自然 景象 。 在 前 面 
线性 微分 方程 ,这 是 作 了 若干 简化 处 理 ( 亦 即 线性 化 处 理 ) 后 得 到 的 数学 模型 。 例 如 ,认为 
弹性 元 件 服从 胡 克 定律 ,其 受 力 和 变形 成 正比 ;认为 阻尼 元 件 符合 粘性 阻尼 假设 ,其 阻尼 
力 与 广义 速度 成 正比 ;大 多 数 系统 在 一 定 的 运动 限度 之 内 ,可 以 按 微 幅 振动 线性 化 处 理 。 
线性 振动 理论 可 以 解决 很 多 工程 实际 问题 ,但 是 ,有 些 振动 现象 不 能 用 线性 理论 来 预言 或 
解释 。 显 然 , 当 上 述 假设 不 成 立时 ,再 用 线性 振动 理论 来 处 理 问题 , 则 不 仅 所 得 的 结果 在 
数值 上 误差 过 大 ,而且 也 无 法 预料 和 解释 系统 的 某 些 重要 的 运动 特性 ,这 时 就 提出 了 非 线 
性 振动 问题 。 实 际 上 ,几乎 所 有 的 振动 问题 都 是 非 线性 的 ,因此 将 非 线性 系统 振动 问题 简 
化 为 线性 系统 振动 问题 应 当 谨 慎 。 以 后 将 会 看 到 , 非 线 性 系统 的 某 些 运动 性 质 和 现象 ,在 
线性 系统 中 是 不 能 出 现 的 ,其 主要 表现 在 以 下 几 个 方面 : 

(1) 至 加 原理 不 适用 于 非 线 性 振动 系统 

在 线性 振动 系统 中 非常 有 效 的 全 加 原理 不 适用 于 非 线 性 振动 系统 。 对 于 非 线 性 振动 
系统 ,不 能 应 用 益 加 原理 。 也 就 是 说 , 非 线 性 振动 系统 的 强迫 振动 的 解 不 等 于 每 个 激励 独 
立 作 用 时 解 的 琶 加 。 如 果 在 非 线 性 系统 中 应 用 释 加 原理 ,所 得 结果 就 会 和 实际 正确 的 结 
果 出 现 较 大 的 差异 ,而 且 往 往 是 错误 的 。 因 此 ,适用 于 线性 系统 的 行 之 有 效 的 方法 ,如 杜 
哈 梅 J. M. C. Duhamel) 积分 、 傅 里 时 (J. B.J. Fourier) 级 数 、 傅 里 叶 变 换 以 及 振 型 下 加 法 
等 ,都 不 能 用 于 非 线 性 系统 。 

(2) 当 恢 复 力 为 非 线 性 时 固有 频率 是 振幅 的 函数 

在 线性 系统 中 ,固有 频率 与 初始 条 件 和 振幅 无 关 ; 而 在 非 线 性 系统 中 ,固有 频率 与 振 
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幅 有 关 。 一 般 来 说 ,对 于 硬 弹 簧 的 硬 式 非 线性 振动 系统 ,固有 频率 随 振幅 的 增 大 而 增加 ; 
而 对 于 软 弹簧 的 软 式 非 线 性 系统 ,固有 频率 随 振幅 的 增 大 而 减 小 。 假 如 对 某 振动 系统 进 
行 振幅 逐渐 减 小 的 衰减 试验 , 测 出 其 振动 位 移 与 时 间 的 关系 曲线 ,车 振 动 周期 随 振幅 的 减 
小 而 减 小 , 则 为 硬 式 非 线 性 系统 ; 若 振动 周期 随 振幅 的 减 小 而 增 大 , 则 为 软 式 非 线 性 系统 ; 
知 振动 周期 不 随 振幅 大 小 而 变化 则 为 线性 振动 系统 。 

(3) 非 线性 振动 系统 的 共振 特性 不 同 于 线性 振动 系统 的 共振 特性 

非 线 性 振动 系统 的 共振 特性 , 即 振幅 与 频率 关系 特性 ( 幅 频 特性 ) 和 相位 与 频率 关系 
特性 ( 相 频 特性 ) 与 线性 振动 系统 有 本 质 的 区 别 。 

中 非 线 性 振动 系统 的 共振 会 导致 振幅 的 多 值 性 ,从 而 导致 跳跃 现象 ,而 线性 振动 系 
统 的 共振 无 此 现象 。 

@ 在 简 谐 干扰 力作 用 下 的 非 线性 振动 系统 的 共振 现象 中 有 稳定 区 与 不 稳定 区 。 共 
振 特性 的 两 次 跳跃 之 间 的 线段 是 不 稳定 的 ,而 其 他 部 分 的 线段 是 稳定 的 。 对 于 线性 振动 
系统 , 当 阻 尼 为 正 时 ,振动 通常 是 稳定 的 ; 当 阻 尼 为 零 时 , 仅 在 共振 条 件 下 振动 是 不 稳 
定 的 。 

@ 非 线性 振动 系统 不 仅 存在 主 共振 ,还 存在 次 谐 波 共振 和 超 谐 波 共振 。 当 激 振 频 率 
2 接近 于 系统 固有 频率 w 的 整数 倍 ( 例 如,w 一 Q/3) 时 ,该 系统 将 出 现 振幅 较 大 的 而 频率 
等 于 固有 频率 的 次 谐 波 共振 ;而 当 激 振 频 率 0 接近 系统 固有 频率 w 的 几 分 之 一 (例如 ， 
w 一 30) 时 , 则 该 系统 将 出 现 振幅 较 大 的 而 频率 等 于 固有 频率 的 超 谐 波 共振 。 而 线性 振动 
系统 只 存在 主 共振 。 

(4) 强迫 非 线 性 振动 系统 的 振动 有 滞后 与 跳跃 现象 

对 于 硬 式 非 线 性 系统 ,如 果 保持 激励 的 幅 值 不 变 ,而 缓慢 地 增加 激 振 频率 ,振动 系统 的 
振幅 将 会 逐渐 增 大 , 当 增 加 至 最 大 值 时 ,将 会 出 现 降幅 跳跃 ,随后 振幅 将 逐渐 减 小 。 反 之 , 逐 
渐 减 小 激 振 频 率 ,振幅 将 逐渐 增 大 , 增 至 某 一 点 之 后 ,又 会 出 现 增幅 跳 牙 ,此 后 振幅 将 逐渐 减 
小 。 这 种 跳跃 现象 在 线性 振动 系统 中 是 不 可 能 出 现 的 。 男 外 ,返回 过 程 的 跳跃 总 是 落后 于 
前 进 过 程 的 跳跃 ,这 种 现象 称 为 河 后 现象 ,这 在 线性 振动 系统 中 也 是 不 会 出 现 的 。 

(5) 强迫 振动 系统 有 超 谐 波 响 应 和 次 谐 波 响应 

在 简 谐 激励 作用 下 的 非 线性 系统 ,其 强迫 振动 不 一 定 是 简谱 振动 ,其 响应 的 波形 通常 
由 各 次 谐 波 组 成 ,这 些 波形 除了 有 与 激励 频率 相同 的 谐 波 外 ,还 含有 频率 为 激 振 频率 倍数 
的 频率 成 分 ,从 而 形成 次 谐 波 振动 和 超 谐 波 振动 。 次 谐 波 振动 和 超 谐 波 振动 在 性 质 上 有 
两 点 不 同 , 即 

@ 超 谐 波 响 应 存 一 般 的 非 线性 系统 中 或 多 或 少 地 存在 ,而 次 谐 波 响 应 则 只 在 一 定 条 
件 下 才能 产生 。 

Q@ 当 系 统 中 存在 阻尼 时 ,阻尼 将 影响 超 谐 波 振 动 的 振幅 ;而 对 于 次 谐 波 振动 ,只 要 阻 
尼 大 于 某 一 定 值 ,就 会 阻止 次 谐 波 振 动 的 出 现 。 
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由 于 存在 次 谐 波 与 超 谐 波 振动 , 非 线性 系统 共振 频率 的 数目 将 多 于 系统 的 自由 度 
数目 。 

(6) 多 个 简 谐 激励 作用 下 的 组 合 振 动 

非 线 性 振动 系统 在 多 个 简 谐 激励 作用 下 会 产生 组 合 振动 。 非 线性 振动 系统 不 仅 会 出 
现 频率 为 激 振 频率 的 倍数 频率 的 振动 ,而 且 还 会 出 现 频率 等 于 两 个 激 振 频率 之 和 或 之 差 
的 组 合 频率 的 振动 。 在 某 些 情况 下 ,组 合 频 率 的 振动 较 其 他 频率 的 振动 要 多 得 多 ,显然 ， 
这 要 比 线性 振动 系统 的 振动 丰富 和 复杂 得 多 。 

(7) 存在 频率 俘获 现象 

在 线性 振动 系统 中 ,如 果 同 时 存在 两 个 频率 的 简 谐振 动 , 则 当 这 两 个 频率 比较 接近 
时 ,会 产生 拍 振 。 两 个 频率 相差 越 小 , 拍 振 周期 越 大 。 当 两 个 频率 相等 时 , 拍 振 才 消 失 ,两 
个 振动 就 合成 为 一 个 简 谐振 动 。 在 非 线 性 振动 系统 中 , 则 不 如 此 。 例 如 , 自 激 振 动 系 统 以 
某 一 频率 自 振 时 , 若 受 到 另 一 相近 频率 激励 的 作用 , 则 只 出 现 一 个 频率 的 振动 , 即 两 个 频 
率 进入 同步 ,这 种 现象 称 为 “频率 俘获 ”。 能 产生 频率 俘获 现象 的 频带 , 称 为 频率 俘获 区 
域 。 在 工程 中 已 得 到 广泛 应 用 的 由 两 台 感 应 电机 分 别 驱 动 的 激 振 器 激励 的 自 同 步 振动 
机 ,就 是 利用 频率 俘获 原理 进行 工作 的 。 

非 线 性 振动 现象 (例如 跳跃 .次 谐 波 共振 和 超 谐 波 共 振 等 ) 的 存在 是 众所周知 的 。 例 
如 ,虽然 飞机 发 动机 转动 的 角速度 远大 于 某 些 零件 的 固有 频率 , 却 可 以 强烈 地 激发 这 些 零 
件 的 振动 ;再 者 ,飞机 的 螺旋 浆 可 以 诱发 机 翼 的 次 谐 波 共振 ,机 咽 又 转 而 诱发 方向 舵 的 次 
谐 波 共振 。 这 些 振动 十 分 剧烈 足以 引起 悲剧 性 的 后 果 。 

由 于 非 线性 振动 问题 的 复杂 性 , 非 线性 振动 微分 方程 的 求解 要 比 线性 微分 方程 的 求 
解困 难得 多 ,至 今 仍 没有 统一 的 解法 , 仅 有 极 少 数 的 非 线 性 振动 方程 可 求 得 精确 解 ,因此 ， 
只 能 用 定性 方法 .近似 解法 和 数值 解法 求解 。 对 于 非 线 性 问题 的 研究 包括 定性 理论 和 定 
量 理论 两 个 方面 ,本 章 仅 简 单 介 绍 求解 单 自 由 度 非 线性 振动 系统 的 定性 方法 和 定量 方法 
的 基本 知识 。 在 定性 方法 中 首先 介绍 相 平面 法 ,然后 再 介绍 稳定 性 的 概念 和 极限 环 的 概 
念 。 在 定量 方法 中 ,主要 介绍 各 种 渐 近 的 解析 方法 ,其 中 包括 基本 摄 动 法 和 各 种 奇异 摄 动 
法 。 奇 异 摄 动 法 又 包括 林 斯 泰 特 (Lindstedt) 法 .平均 法 和 KBM 法 。 用 摄 动 法 来 求解 单 
自由 度 的 非 线性 振动 问题 是 很 有 效 的 , 它 的 各 阶 摄 动 渐 近 解 能 很 好 地 描述 系统 的 动力 
特征 。 


8.1 非 线 性 振动 系统 的 分 类 及 实例 


使 振动 系统 产生 非 线性 的 原因 很 多 ,但 其 中 主要 的 是 由 非 线性 弹性 力 和 非 线性 阻尼 
力 所 构 成 。 单 自由 度 非 线性 系统 的 微分 方程 的 一 般 形式 为 
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或 





mr 二 F(x,7,1)=0 (8.1-1) 


mr? + Flr,2i) = P(t) (8. 1-2) 
式 中 下 是 x+ ,7? 的 非 线性 函数 。 


1. 非 线 性 弹性 力 
构成 非 线性 弹性 力 有 如 下 三 种 情况 : 材料 非 线性 .几何 非 线性 和 分 段 线性 。 
(1) 材料 非 线性 
当 弹 性 元 件 (比如 各 种 类 型 的 金属 弹 筑 ) 的 材料 应 力 超 过 比例 极限 , 则 应 力 -应 变 关 
大 六 策 。 纪 性 漳 答 。 系 不 再 是 线性 关系 。 在 这 种 情况 下 ,弹性 元 件 的 恢复 力 与 变形 
(e>0) / ve-0) ”不 再 为 线性 关系 ,弹性 力 是 位 移 的 非 线性 函数 。 这 种 非 线性 函 
各 弹 答 ” 数 大 致 可 分 为 两 类 : 中 若 曲 线 的 斜率 随 位 移 的 增加 而 增加 , 则 
ee) 称 此 种 弹簧 为 硬 特性 弹簧 ,此 种 非 线性 为 硬 特性 非 线性 ;@ 若 
曲线 的 斜率 随 位 移 的 增加 而 减 小 , 则 称 为 软 特性 弹簧 和 软 特性 









D = 非 线性 ,如 图 8. 1-1 所 未 。 如 其 运动 范围 不 太 大 ,可 以 略 去 高 
图 8.1-1 次 项 , 则 非 线性 弹性 力 近似 地 表示 为 
F(xr)= krtiter’ (8.1-3) 


式 中 kx 表示 线性 弹性 力 ,ex’ 表示 非 线 性 弹性 力 ,通常 要 比 kx 小 ,可 以 视 为 对 线性 项 的 
修正 ,“ 土 "号 表示 硬 、 软 非 线 性 特性 , 正 号 表示 硬 特性 ,人 负 号 表示 软 特 性 。 

(2) 分 段 线性 

在 工程 中 有 些 非 线性 系统 ,由 分 段 线性 的 弹簧 构成 。 例 如 ,车 辆 悬 置 采用 主 弹簧 和 副 弹 
簧 ;振动 机 械 ( 如 振动 第 和 振动 输送 机 等 ) 采 用 分 组 弹 得 形成 非 线 性 振动 。 图 8. 1-2 给 出 了 
这 种 非 线性 弹性 的 模型 。 可 见 , 当 |zl>mm 时 ,第 二 组 弹簧 开始 接触 并 参加 工作 ,因而 使 刚度 














图 8.1-2 
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增加 ,得 到 了 硬 特性 ,如 图 8. 1-2(a) 所 示 ; 当 |x| 之 /hi 时 ,第 二 组 弹簧 开始 与 第 一 组 弹簧 串 
联 工作 ,因而 使 刚度 减 小 ,得 到 了 软 特性 ,如 图 8. 1-2(b) 所 示 。 这 就 构成 了 如 图 8. 1-2 所 示 
的 分 段 线 性 弹性 表示 的 非 线 性 弹性 的 近似 模型 ,这 种 非 线 性 恢复 力 可 以 表示 为 


kir (一 ro 委 工 万 To) 
F(xr) = | (CR 一 Ra)xz0 (ro RT) (8.1-4) 
kt— (Rk — k,) xo (— Xo 之 工 ) 


同样 , 当 连 接 弹簧 存在 间隙 xs 和 弹簧 有 预 紧 力 到 ,的 非 线性 弹簧 情况 也 可 以 用 分 段 线性 弹 
性 模型 来 表示 ,如 图 8. 1-3 所 未 。 当 连接 弹簧 存在 间隙 x。 时 ,如 图 8.1-3(a) 所 示 其 非 线 
性 恢复 力 可 以 表示 为 


R( 六 一 Zoo) (x RI) (8.1-5) 
k(x 二 Xx,) (Cro 过 一 7x) 
当 连 接 弹 纂 有 预 紧 力 F, 时 ,如 图 8.1-3(b) 所 示 其 非 线 性 恢复 力 可 以 表示 为 


0 (一 ro 委 工 万 To) 
FCOx) -| 














F, 二 kr (xr > 0) 
F(x) = (8.1-6) 
— Fkr (Cr< 0) 
Fo 
| 
Fh 9、 T 
4 
1 m 
0 
ame EE ,TT 
(a) (b) (a) (b) 
图 8. 1-3 图 8.1-4 


(3) 几何 非 线 性 

材料 本 身 仍 属于 弹性 范围 ,但 由 于 几何 构造 上 的 安排 ,导致 位 移 较 大 ,在 建立 运动 微 
分 方程 时 ,必须 考虑 这 种 位 移 。 所 谓 位 移 较 大 ,并 不 是 指 量 值 很 大 ,而 是 指 不 计 这 种 位 移 
时 会 导致 分 析 结果 有 很 大 误差 ,甚至 使 分 析 结 果 毫 无 意义 。 由 于 考虑 这 种 较 大 位 移 而 使 
恢复 力 与 位 移 的 关系 成 为 非 线性 函数 ,这 种 非 线性 称 为 几何 非 线 性 。 

图 8.1-4 所 示 的 质量 m 在 张 紧 的 具有 初 张力 T, 的 弦 上 就 是 几何 非 线 性 的 例子 ,质量 
m 的 运动 微分 方程 为 

mY 十 FF, 二 0 
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式 中 下 ,二 2Tsin 9,T= 二 T, 十 EAAe, 这 里 玉 为 弦 的 弹性 模 晤 ,A 为 弦 的 横 截 面积 ,As 一 6/ 
为 弦 的 拉 伸 应 变 的 增加 量 ,$ 为 弦 从 原 长 ! 处 由 于 位 移 z 而 产生 的 伸 长 ,假定 弦 内 的 张力 
全 与 弦 的 伸 长 量 6 成 正比 。 当 质量 m 产生 位 移 x 时 ,由 几何 关系 可 得 























= VETr ol 
sin g 一 二 = (1 十 到 
、 2 
F137) + () | 
a=) 一 1 
此 时 弦 内 的 张力 了 为 
T= T,+ EAAe~ T+ 
恢复 力 下 ,为 
F, = 2Tsin0 = 2T 3 11 一 5 (7 ) |= r+ (EA 一 TD( 于 ) 
这 里 已 经 忽略 rz/L 三 次 方 以 上 的 项 。 于 是 可 得 到 系统 近似 的 运动 微分 方程 
mi + - (EA T(z) =0 (8.1-7) 


同 式 (8.1-3) 比 校 ,不 难 发 现 对 于 通常 弹性 材料 ,有 T/A 二 o<E, 因 此 非 线性 项 中 (EA 一 
T,) 之 0, 系 统 具 有 硬 特性 非 线性 ,但 是 ,对 于 超 弹 性 材料 ,有 可 能 产生 很 大 的 初始 应 变量 ， 
使 T,/A 之 E, 这 样 系统 将 具有 软 特性 非 线性 。 
图 8.1-5 所 示 的 单据 也 是 几何 非 线性 的 例子 ,也 具有 软 特性 非 线 性 。 单 摆 的 运动 微 
0 分 方程 为 


m0 十 mglsin0 一 0 
如 


G+ tsing = 0 
显然 ,上 式 是 一 个 非 线性 微分 方程 。 将 其 中 的 sin 9 展 成 泰勒 级 数 , 有 
sin0 =0 310 十 了 6 
当 0 角 很 小 时 ,可 取 sin0 展开 式 右 端的 一 项 ,有 
6 十 #0 =0 
这 就 是 以 往 所 做 的 线性 处 理 。 但 是 当 6 角 不 是 很 小 ,也 不 十 分 大 ,如 不 超过 1 弧度 时 ,可 





图 8. 1-5 











第 8 章 非 线性 振动 简介 | 259 | 








取 sin9 展开 式 中 的 前 两 项 ,得 到 
gg ] _ 
6 1 (9 50) 0 (8. 1-8) 


从 式 (8.1-8) 可 以 看 出 , 单 摆 属 于 具有 软 特性 的 非 线性 振动 系统 。 此 时 , 单 摆 的 运动 不 再 
是 简 谐振 动 了 。 
可 见 , 张 紧 的 弦 具 有 硬 特性 的 非 线性 恢复 力 ,而 单 摆 具 有 软 特 性 的 非 线 性 恢复 力 。 











2. 非 线 性 阻尼 力 


振动 系统 中 的 阻尼 问题 是 一 个 复杂 的 问题 ,至今 仍 不 十 分 清楚 阻尼 机 理 。 但 是 可 以 
说 ,在 大 多 数 的 情况 下 ,阻尼 力 均 具有 非 线性 特性 。 在 处 理 具体 问题 时 ,一 般 都 是 在 实验 
的 基础 上 ,经 过 一 定 的 简化 ,把 阻尼 力 写 成 运动 参量 的 某 种 函数 关系 式 , 这 一 工作 往往 是 
处 理 各 种 工程 问题 的 重要 步骤 。 通 常 的 阻尼 基本 上 可 以 概括 为 干 摩擦 阻尼 ,结构 阻尼 和 
流体 阻尼 三 种 类 型 。 

(1) 干 摩 擦 阻尼 

由 于 摩擦 存在 的 必然 性 ,相对 运动 的 物体 之 间 总 要 产生 摩擦 力 。 系 统 受到 干 摩擦 时 ， 
假设 摩擦 力 由 零 增 至 最 大 值 (为 常数 Fo), 方 向 与 速度 x 相反 , 则 运动 方程 为 


7 十 Rr 十 FosignGCz) 一 0 (8. 1-9) 
式 中 sign(2 ) 为 符号 函数 , 它 取决 于 同 括 号 内 速度 x 的 正 负 号 , 即 
1 (x > 0) 
sign(Z) = | (8. 1-10) 
一 1 (z=0) 


这 是 一 种 本 质 上 属于 非 线性 的 情况 ,而 不 是 对 线性 项 的 一 种 修正 。 图 8. 1-6 表示 线性 弹 
性 恢复 力 和 干 摩擦 力 形成 的 滞 回 环 , 如 果 当 和 在 工友 0 处 
开始 沿 z+ 正方 向 运动 时 ,那么 F(x,7z)= 二 kr 十 Fsign(z) 
遵循 图 8. 1-6 中 直线 和 @@。 当 速度 减 为 零 时 ,摩擦 力 改 
变 方向 , 沿 直线 @ 和 四 ,速度 由 负 变 为 零 ,摩擦 力 青 一 次 改 
变 方向 , 沿 直线 @ 和 @, 如 此 形成 一 个 循环 。 有 趣 的 是 ,这 FF 
一 循环 滞后 回 线 ,对 应 于 刚 塑 性 强化 材料 的 加 载 和 钊 载 包 
过 程 , OAB 对 应 于 加 载 , BCD 为 秃 载 ,DE 为 反 向 加 载 ， 
EFG 为 反 向 印 载 。 如 果 & 一 0, 则 成 为 理想 刚 塑 性 材料 的 图 8.1-6 

(2) 结构 阻尼 

实际 上 材料 在 弹性 范围 内 也 不 是 完全 弹性 的 ,或 多 或 少 地 由 于 在 振动 过 程 中 变形 材 
料 本 身 的 内 摩擦 阻尼 而 消耗 一 定 的 能 量 , 这 种 在 材料 体积 内 部 的 内 摩擦 阻尼 称 为 材料 阻 
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尼 。 精 细 的 实验 结果 表明 ,在 每 一 次 周期 振动 的 应 力 循环 中 ,应力 和 应 变 之 间 的 关系 形成 


ol 所 谓 的 潇 回环 (图 8.1-7) , 滞 回 环 所 围 成 的 面积 是 此 应 力 循环 中 单位 
oo 体积 材料 内 耗 散 的 能 量 。 材 料 耗 散 的 多 少 , 即 滞 回 环 所 围 成 的 面积 的 


大 小 ,对 于 系统 振动 衰减 有 决定 性 的 影响 。 直 至 目前 ,对 于 材料 内 摩 
' 擦 ,提出 了 许多 阻尼 理论 ,这 些 理论 总 的 就 是 在 大 量 实验 的 基础 上 , 进 
十 生 ” 行 分 析 和 综合 ,给 出 应 力 与 应 变 间 的 特定 关系 式 , 使 其 既 能 符合 实际 
情况 ,又 能 在 振动 分 析 中 所 婉 到 的 数学 困难 最 小 。 在 各 种 各 样 的 阻尼 
理论 中 ,常常 采用 的 是 复 阻 尼 理 论 。 由 于 结构 总 是 由 部 件 组 成 ,部 件 
或 构件 之 间 又 都 是 由 锦 钉 、. 铵 链 、 螺 栓 等 紧 固件 或 连接 件 相 连接 ,有 时 
还 加 有 衬 垫 ,在 整个 结构 振动 过 程 中 ,所 有 各 结合 面 处 都 将 产生 相对 
滑动 和 摩擦 ,由 于 连接 界面 的 相对 运动 或 表面 层 的 剪 切 效应 往往 造成 能 量 的 另 一 种 耗 散 
形式 ,这 类 产生 于 结构 中 的 干 摩擦 ,润滑 摩擦 和 表面 层 的 剪 切 效 应 的 阻尼 称 为 滑 移 阻尼 ， 
由 于 它 与 结构 形式 .制造 工艺 等 很 多 因素 有 关 , 没 有 统一 的 计算 方法 ,并 且 在 实际 测量 系 
统 的 阻尼 时 ,也 很 难 区 别 哪 些 属于 材料 阻尼 ,哪些 属于 滑 移 阻尼 ,所 以 都 统称 为 结构 阻尼 。 
汽车 上 用 的 钢板 车 片 弹簧 各 片 之 间 的 干 摩擦 就 是 滑 移 阻 尼 最 明显 的 例子 ,这 种 弹 揭 的 阻 
尼 主 要 是 由 钢 片 蕉 层 之 间 的 摩擦 造成 ,合板 弹簧 既是 一 个 弹性 元 件 ,又 是 一 个 阻尼 元 件 ， 
其 阻尼 力 与 变形 量 和 变形 速度 构成 复杂 的 函数 关系 。 结 构 阻 尼 -- 般 都 不 能 单纯 地 看 成 广 
义 速度 的 函数 , 它 还 和 结构 的 变形 有 关 , 即 同时 与 广义 速度 和 广义 坐标 有 关 , 这 种 类 型 的 
非 线性 力 可 称 为 混合 型 非 线性 力 。 
(3) 流体 阻尼 
系统 在 气体 或 液体 中 振动 必然 要 遇 到 流体 阻力 ,这 种 阻力 与 介质 的 性 质 、 结 构 形 状 、 
阻抗 面积 .振动 的 速度 等 因素 有 关 。 在 线性 振动 中 通常 把 这 种 阻尼 力 简 化 为 与 广义 速度 
成 正比 ,但 当 系 统 的 运动 速度 较 大 或 在 粘性 较 大 的 液体 中 振动 时 有 时 需要 考虑 与 速度 平 
方 成 正比 的 速度 平方 阻尼 。 于 是 具有 非 线 性 流体 阻尼 的 运动 微分 方程 为 
mY 十 kr 二 cx?sign (7)= 0 (8.1-11) 
在 工程 实际 中 ,上 述 阻 尼 的 应 用 十 分 广泛 ,其 中 以 粘 弹 性 材料 居多 ,包括 塑料 和 橡胶 ， 
适合 高 温 下 应 用 的 阻尼 陶瓷 ,还 有 各 种 阻尼 合金 。 粘 弹性 材料 介 于 粘性 材料 和 弹性 材料 
之 间 , 它 的 性 质 是 特殊 的 。 钢 铁 等 金属 材料 的 阻尼 很 低 , 在 交 变 应 力 和 应 变 作 用 下 可 以 视 
为 不 耗损 能 量 ,接近 于 弹性 体 。 但 是 阻尼 损耗 因子 较 大 的 阻尼 合金 则 不 同 , 它 在 交 变 应 力 
和 应 变 作 用 下 耗 散 能 量 。 因 此 ,在 减 振 降 品 技术 中 被 广泛 采用 。 例 如 ,高 100 m 左右 的 电 
视 铁塔 ,四 周 用 钢 索 拉 紧 , 当 受 到 风力 激励 时 , 钢 索 会 产生 共振 而 断裂 ,进而 使 铁塔 稳定 性 
受到 威胁 ,为 此 ,在 钢 索 上 装 上 带 有 阻尼 橡胶 的 动力 消 振 器 ;又 如 网 球拍 或 羽毛 球拍 在 击 
球 后 产生 自由 振动 , 若 不 在 下 次 击 球 之 前 停止 振动 ,将 影响 再 次 击 球 的 方向 和 角度 ,为 此 
在 铁合金 管 外 面 绕 上 石墨 纤维 ,并 在 其 外 面 用 塑料 捆扎 住 ,由 于 石墨 纤维 外 表面 的 库仑 阻 





图 8.1-7 
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尼 , 使 球拍 在 击 球 后 ,以 最 快 的 时 间 稳 定 下 来 ;又 如 用 于 加 十 有色 金属 的 镜面 车 床 ( 用 于 加 
工 计算 机 磁盘 ) 及 加 工 轴 和 轴承 的 镜面 磨床 ,部 要 求 它们 具有 很 好 的 抗 振 性 。 为 此 ,现在 
已 将 有 些 机 床 的 床 身 或 构件 用 环 氧 混凝土 代替 铸铁 。 所 谓 环 氧 混凝土 ,就 是 用 环 氧 树脂 
作 粘 结 剂 ,以 石子 为 基体 ,经 搅拌 后 注入 模子 以 制 成 床 身 . 主 柱 或 其 他 大 型 构件 。 这 种 材 
料 的 材料 损耗 因子 比 铸铁 高 6 一 10 倍 。 
下 面 介绍 几 个 常见 的 .最 简单 的 非 线性 阻尼 万 的 例子 。 
著名 的 范 德 波 尔 (Van der Pol) 方 程 
11 十 cc 一 1] Ar 一 0 (8. 1-12a) 
ell ri)i+wr=0 (8. 1-12b) 
是 非 线 性 阻尼 力 的 经 典 例子 。 当 |x| 二 1 时 系统 有 负 阻 尼 , 这 种 阻尼 使 系统 的 运动 增长 ; 
但 当 z 的 幅 值 增加 到 |zl>1 时 ,系统 有 正 阳 尼 ,运动 衰减 ,最 后 系统 达到 稳定 的 周期 运 
动 ,这 就 是 所 谓 的 自 激 振动 。 
另 一 个 著名 的 方程 是 瑞 利 (J. W. S. Rayleigh) 方 程 
一 e(] 一 如) 十 wx 二 0 (8. 1-13) 
它 表 示 速 度 较 小 时 , 即 | 之 |<1, 系 统 有 负 阻 尼 , 而 速度 较 大 时 , 即 | 之 | 盖 1, 系 统 有 正 阻尼 。 
这 两 个 方程 本 质 上 是 一 致 的 ,只 是 非 线 性 阻尼 力 表 述 上 有 所 不 同 , 可 以 证 明 , 把 
式 (8. 1-13) 对 微分 一 次 ,再 引入 变换 
= rz/V3 
就 可 把 瑞 利 方程 化 为 范 德 波 尔 方程 。 
在 机 械 系 统 中 出 现 自 激 振动 的 例子 是 很 多 的 ,如 机 床 的 切削 过 程 . 旋 转轴 的 油膜 振 
动 .机 辟 的 颜 振 等 ,这 都 是 工程 实际 中 还 在 继续 研究 的 问题 ,人 们 企图 在 设计 过 程 中 预计 
不 发 生 这 种 振动 ,因为 这 种 振动 一 开始 就 表现 为 不 稳定 的 增长 运动 而 导致 事故 。 





8.2 非 线 性 振动 的 稳定 性 


1. 相 平 面 \. 相 轨迹 、 奇 点 
一 个 微分 方程 的 解 可 以 用 相 平 面 上 的 一 条 曲线 来 表示 。 这 样 的 曲线 族 表示 这 个 微分 
方程 的 通 解 。 
单 自 由 度 非 线性 系统 的 运动 微分 方程 的 一 般 形式 为 
下 十 FCzD 一 0 (8.2-1) 
式 中 FGz 民 zb 是 zx 和 zz 的 非 线 性 函数 。 如 果 独 立 变 量 上 隐 含 在 方程 中 , 则 方程 为 
宇 十 rz) 一 0 (8. 2-2) 
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换 句 话说 ,f(x,z) 表 示 系 统 的 刚度 和 阻尼 特性 ,与 时 间 上 无关。 于 是 ,可 以 移动 时 间 的 起 
点 或 改变 时 间 的 标 度 而 不 影响 系统 的 性 能 。 方 程 (8. 2-1) 所 表示 的 系统 称 为 非 自 治 系 
统 ,而 方程 (8.2-2) 所 表示 的 系统 称 为 自治 系统 。 

在 给 定时 间 ,系统 的 状态 可 以 用 它 的 位 移 x(t) 和 速度 (1) 来 表示 ,x(1) 和 荆 (2) 称 
为 状态 变量 。 由 状态 变量 组 成 的 向 量 [x zj] 称 为 状态 向 量 。 因 此 ,在 一 个 特定 的 时 间 4， 
系统 的 状态 可 以 用 它 的 状态 向 量 来 确定 。 把 这 个 概念 一 般 化 ,用 状态 向 量 Lx， zj 来 代 
替 [z zj] 描述 一 个 系统 , 即 


Ti 一 并 ra 一 元 (8.2-3) 
因此 ,方程 (8.2-2) 可 以 写成 两 个 联 立 的 一 阶 微分 方程 
Zl 一 X2:， 工 ， =— f (x1,72) (8.2-4) 


在 方程 (8.2-4) 中 把 x! 和 x; 看 成 是 两 个 地 位 平等 的 函数 。 如 果 把 rz 和 zs 看 成 是 笛 卡 

儿 坐 标 , 则 此 平面 称 为 相 平面 。 在 相 平面 上 ,由 坐标 (zi,zs) 所 标示 的 点 称 为 相 点 , 它 能 代 

表 系 统 在 某 一 瞬时 的 状态 。 随 着 时 间 的 推移 ,系统 的 状态 在 变化 着 , 相 点 就 在 相 平面 上 运 

动 。 将 方程 (8.2-4) 的 第 二 式 除 以 第 一 式 ,构成 一 个 方程 , 即 
dxz /Crzlyzs) 





去 二 (8. 2-5) 
这 个 微分 方程 的 解 可 以 描绘 在 一 个 相 平 面 内 ,如 图 8.2-1 所 示 。 坐 标 (zuy,zs) 或 (zz ) 代 
fl 表 方 程 解 的 曲线 称 为 相 轨 迹 ,也 就 是 相 点 在 相 平 


面 上 运动 所 生成 的 曲线 , 相 轨 迹 能 够 表示 系统 的 
运动 性 态 。 从 初始 条 件 点 (zo,zo) 开 始 , 相 轨 迹 
向 内 趋向 原点 。 因 此 , 它 表 示 (x,z ) 将 随 着 时 间 
的 增加 而 减 小 ,所 以 ,该 系统 是 渐 近 稳定 。 对 于 
同一 个 系统 不 同 初始 条 件 下 的 相 轨 迹 , 如 
图 8. 2-1 中 虚线 所 示 。 换 名 话说 , 相 平面 上 的 轨 
图 8.2-1 迹 族 表示 这 个 方程 的 通 解 。 不 过 这 一 非 线性 方 
程 通常 难以 积分 成 封闭 形式 ,故而 转 用 定性 方法 -一 图 解 的 方法 来 研究 。 
微分 方程 (8. 2-5) 建 立 了 相 点 的 坐标 与 在 该 点 相 轨 迹 的 切线 斜率 之 间 的 关系 。 因 
此 ,上 述 的 微分 方程 定义 了 一 个 方向 场 , 对 于 方向 场 的 场 矢量 不 为 零 的 点 ,有 唯一 的 积 4 
曲线 经 过 ,这 样 的 点 称 为 方程 (8.2-5) 的 寻常 点 。 对 于 场 矢 量 为 零 的 点 ( 场 矢量 的 两 个 分 
量 为 [CE 之) , 即 zs 一 0, Crzyz) 一 0, 积 分 曲线 的 切线 的 斜率 为 不 定 , 所 以 经 过 该 点 积 
分 曲线 ,除了 其 该 点 本 身 之 外 ,还 可 能 有 许多 条 力 至 无 穷 条 积分 曲线 沿 不 同方 向 趋 近 它 ， 
这 样 的 点 称 为 方程 (8. 2-5) 的 奇 点 。 因 为 奇 点 就 是 一 0, 让 二 0(z 一 0zs 二 0) 的 点 ,这 
时 系统 的 速度 和 加 速度 都 等 于 零 , 所 以 奇 点 对 应 于 系统 的 平衡 状态 , 奇 点 也 称 为 平衡 点 。 
如 果 在 奇 点 的 邻 域内 没有 其 他 奇 点 , 则 称 该 奇 点 为 孤立 奇 点 。 
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系统 在 平衡 点 附近 的 稳定 性 问题 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ,一 个 非 线 性 系统 可 以 有 多 


要 求 中 确定 平衡 位 置 ; @ 决 定 系 统 对 各 平衡 位 置 的 稳定 性 。 平衡 的 条 件 是 Lz 工 ] = 
[zz 一 [0 0]。 根 据 方 程 (8.2-5), 平 衡 条 件 也 可 以 表示 成 dzz/dr 二 0/0, 因 此 ,一 
个 平衡 位 置 就 是 一 个 奇 点 。 
为 了 确定 平衡 位 置 , 用 两 个 一 阶 微分 方程 来 说 明 一 个 单 自 由 度 系统 。 
Zi 一 XICziyr)， = Xr ,Xi) (8.2-6) 

式 中 Xi 和 X: 一 般 是 (zzz) 的 非 线性 函数 ,所 以 方程 (8.2-6) 可 以 不 止 有 一 个 解 。 注 意 
方程 (8.2-6) 是 方程 (8.2-4) 的 更 一 般 形式 。 设 (ss: ) 是 一 个 平衡 位 置 , 必 定 有 

Zi 一 XI ) 一 0 一 Xi) 一 0 (8.2-7) 
从 方程 (8.2-7) 可 以 得 s1 和 的 值 。 考 虑 一 个 特殊 情况 即 平衡 点 与 相 平面 原点 相 重 合 
(si 三 $2 二 0) 的 情况 ,这 样 并 不 失 一 般 性 ,因为 总 可 以 借 坐 标 变 换 把 原点 移 到 一 个 平衡 点 
上 去 。 在 原点 邻 域 将 Xi 与 X: 展 开 为 泰勒 级 数 ,方程 (8.2-6) 可 以 写成 下 面 的 形式 





| 一 QT 二 al Xs 十 siGCa ,2 ) ， > 一 do Xl 十 azz Ty 十 sz (Xl 2) (8. 2-8) 
式 中 系数 
aj 一 2X, (i,j = 1,2) (8. 2-9) 
qx j=0 





这 说 明 函 数 X;(i 二 1,2) 必 须 有 对 x 和 x; 的 一 阶 偏 导 数 。 函 数 el 和 ej 是 非 线性 的 函数 ， 
即 它们 至 少 是 x; 和 x; 的 二 阶 函 数 。 引 入 和 矩阵 符号 


Xl El CI dai? 
x 一 人 |， e 一 [| a 一 购 | (8. 2-10) 
式 (8.2-8) 可 以 写成 矩阵 的 形式 
六 一 ax 十 e (8.2-11) 
由 式 (8.2-11) 表 达 的 微分 方程 称 为 系统 的 非 线 性 完全 方程 。 设 消 数 6 与 6: 在 原点 邻 域 中 
小 到 可 以 忽略 , 则 式 (8.2-11) 可 以 由 下 式 来 近似 
X= ax (8.2-12) 
式 (8.2-12) 表 示 的 方程 称 为 线性 化 方程 ,取代 非 线性 方程 (8. 2-11) ,而 以 线性 化 方程 
(8.2-12) 为 基础 的 分 析 方 法 称 为 无 穷 小 分 析 。 一 般 可 以 期 望 这 种 无 穷 小 分 析 提 供 关 于 
在 原点 邻 域内 运动 性 质 的 可 靠 知 识 。 然 而 在 有 些 情况 下 ,线性 化 方程 并 不 提供 有 关 非 线 
性 完全 系统 性 态 的 确切 知识 。 下 面 将 讨论 这 些 情况 。 
系统 在 原点 邻 域 内 的 性 态 决 定 于 和 矩阵 a 的 特征 值 。 为 了 说 明 这 一 点 , 令 式 (8.2-12) 
的 解 有 如 下 形式 
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xX(1) = goex (8. 2-13) 
式 中 x。 是 一 个 常数 向 量 。 把 解 (8. 2-13) 代 入 式 (8.2-12) 并 都 除 以 ex ,得 到 特征 值 问题 
Alx, 一 axo (8. 2-14) 
导出 特征 方程 
det(a 一 M1) 一 0 (8.2-15) 


式 (8. 2-15) 有 两 个 解 ,A1 和 ;就 是 矩阵 a 的 特征 值 。 所 得 的 运动 形式 决定 于 特征 方程 根 
) 和 的 性 质 。 注 意 到 ,为 使 式 (8. 2-15) 有 非 零 根 ,必须 使 det a 隆 0, 或 矩阵 a 必须 是 非 


奇异 的 。 
为 便于 讨论 式 (8. 2-12) ,引入 线性 变换 
XCr) 一 bult) (8.2-16) 
式 中 心 是 一 个 非 奇异 的 常数 和 矩阵。 把 式 (8. 2-16) 代 入 式 (8. 2-12), 再 把 所 得 结果 前 乘 
b ' 得 到 
u(t) = cult) (8.2-17) 
式 中 
c=b'ab (8. 2-18) 


式 (8.2-18) 表 示 一 个 相似 变换 ,矩阵 和 a 称 为 相似 矩阵 。 因 为 矩阵 a 与 ce 具有 相同 的 
特征 值 ,所 以 系统 (8.2-12) 和 系统 (8.2-17) 有 相同 的 动态 特征 。 考 虑 到 这 些 矩 阵 乘 积 区 
行列 式 等 于 和 矩阵 行列 式 的 乘积 ,上 述 结论 就 可 以 容易 地 证 实 。 此 外 ,考虑 到 det :一 
(det b)”!, 有 
detc = det(b 'ab) = detb 'detadetb = deta (8.2-19) 

由 于 a 与 c 具有 相同 的 行列 式 , 它 们 必然 有 相同 的 特征 值 。 上 面 分 析 的 目的 是 要 找 一 个 
变换 和 矩阵 b 使 c 变 为 简单 的 形式 ,如 果 可 能 的 话 变 为 对 角 阵 或 至 少 是 三 角 阵 。 对 于 一 个 
给 定 系统 ,e 的 最 简单 的 可 能 形式 称 为 约 当 (Jordan) 标 准 形 , 它 的 对 角 线 诸 元 素 就 是 系统 
的 特征 值 。 研 究 各 种 可 能 的 约 当 形 可 提供 有 关乎 凡 解 邻 域内 运动 性 质 的 知识 。 

根据 特征 值 X, 和) ,基本 上 有 三 种 不 同 的 可 能 约 当 形 , 其 中 的 某 一 形式 涉及 一 种 实 
际 上 很 少 遇 到 的 特殊 情况 。 这 三 种 可 能 的 情况 如 下 。 

(1) 特征 值 MX 和) 是 不 同 的 实数 ,在 这 种 情况 下 的 约 当 形 是 对 角 阵 


A! 0 
c= | | (8. 2-20) 
OO AMz 
把 式 (8.2-20) 代 入 式 (8. 2-17) ,得 到 
Ui 一 Au, Us 一 As us (8.2-21) 
上 式 有 解 
ul 一 Mi0eANL 9 M2 一 U20 €*2! (8. 2-22) 


式 中 uo 与 uzo 分别 是 ul 与 Us 的 初 值 ,运动 的 形式 决定 于 和 和 ?是 同 号 还 是 异 号 。 
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如 果 久 和 Xs 同 号 ,平衡 点 称 为 结 点 ,图 8.2-2(a) 表 示 对 应 于 二 入 二 0 情况 的 相 图 。 
这 样 , 这 两 个 特征 值 都 是 负 实 数 。 在 这 种 情况 下 ,从 式 (8.2-22) 得 到 , 当 1> 吕 时 所 有 轨 
线 趋向 原点 ,所 以 结 点 是 稳定 的 ,运动 显然 是 渐 近 稳定 的 。 除 了 wo 二 0 的 例外 情况 ,全 部 
轨 线 以 零 斜 率 趋 近 于 原点 。 当 ) > 0 时 ,箭头 改变 方向 ,而 这 种 结 点 是 不 稳定 的 。 




















jc<0<Ai 
(a) (b) 
图 8. 2-2 


如 果 入 是 实数 但 异 号 , 则 当 一 个 解 趋向 零 时 另 一 个 却 趋向 无 限 大 。 在 这 种 情况 


下 ,平衡 点 是 一 个 鞍点 ,平衡 是 不 稳定 的 。 图 8. 2-2(b) 表 示 > 近 0< :的 相 图 。 
(2) 特征 值 A 和 是 相等 的 实数 ,在 这 种 情况 下 可 能 的 约 当 形 有 两 种 


A! 0 
C 一 | | (8.2-23) 
0 AM: 
以 及 
A! 0 
C 一 | | (8.2-24) 
1 A 
由 式 (8.2-23) 所 决定 的 情况 导致 
ul 一 AIUI， 2 一 人 222 (8.2-25) 
有 解 
ul 一 Ulo ei’ , UU» 一 U20 ea2 (8. 2-26) 


对 应 的 轨 线 是 一 些 通过 原点 的 直线 , 当 X 过 0 时 平衡 点 是 稳定 结 点 (图 8.2-3(a)), 当 久之 
0 时 则 是 不 稳定 结 点 。 
式 (8.2-24) 对 应 所 谓 退 化 结 点 的 情况 
Ul = Au, Wo= uAu, (8.2-27) 
有 人 解 
Ul = WE, Us = (us tT uiot) er (8. 2-28) 
式 (8.2-27) 的 两 个 方程 相 除 ,得 到 











du; __ Ul 十 和 zz 
dui AI LI 


车 1 二 0, 则 相 轨 迹 与 ws 轴 重 合 。 若 入 了 关 0, 当 ww 习 0 时 ,uz/ui 无 限 增 大 ,dus/dui 一 co, 即 
所 有 的 相 轨 迹 都 趋向 与 巡 轴 相 切 , 奇 点 为 结 点 。 结 点 的 稳定 性 用 式 (8. 2-28) 判 断 ,,<0 
时 稳定 (图 8.2-3(b)) ,A 之 0 时 不 稳定 。 但 是 相等 特征 值 的 情况 是 不 常 发 生 的 。 
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(8. 2-29) 








图 8. 2-3 


(3) 特征 值 M 入 是 共 印 复数 ,在 这 种 情况 下 的 约 当 形 为 


A! 0 
C 一 |” ,| (8.2-30) 
式 中 丸和 是 共 示 复 数 , 令 妨 二 a 十 8,hz 二 a 一 iB, 其 中 a 与 8 是 实数 , 则 式 (8.2-17) 成 为 
= (a+iBu, w= (a 18)u (8.2-31) 
从 上 式 可 以 得 出 , 解 和 也 必须 是 共 固 复数 。 引 用 记号 
Ui 二 oiv Us = vi — 1v, (8.2-32) 
其 中 vv 和 wv 是 实数 , 写 出 ui 的 解 如 下 列 形式 
U1 = (ue )ew (8.2-33) 


上 式 表示 一 个 对 数 螺 线 。 在 这 种 情况 下 ,平衡 点 是 一 个 螺 线 极点 或 焦点 。 因 为 因子 e 表 
示 一 个 单位 长 度 的 矢量 , 它 在 复 平 面 上 以 角速度 8 旋转 ,所 以 复 矢量 的 大 小 和 运动 的 稳 
定性 决定 于 e” 。 对 于 c<0, 焦 点 是 稳定 的 ,而 运动 是 渐 近 稳定 的 ;对 于 e>0, 运 动 是 不 稳 
v2 va 定 的 。8 的 符号 仅 给 出 复 矢量 旋转 的 转向 ,8 二 0 
时 逆 时 针 转 ,而 8<0 时 顺 时 针 转 。 图 8. 2-4(a) 
表示 a<<0 和 Ph8>>0 时 的 典型 轨 线 。 当 a 二 0 时 
轩 1 径 矢 的 大 小 是 个 常数 , 轨 线 化 为 一 个 圆心 在 原 
点 的 圆 ( 图 8. 2-4(b))。 在 这 种 情况 下 平衡 点 
&0, B20 @0, B20 称 为 中 心 或 涡 点 。 运 动 是 周期 的 ,因此 是 稳定 
(8) (b) 的 。 然 而 这 时 它 仅 是 稳定 而 不 是 渐 近 稳定 。 
图 8.2-4 对 一 给 定 系统 ,所 得 平衡 点 的 形式 还 可 以 
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更 直接 地 用 考查 系数 ay (ij 一 1,2) 的 方法 来 决定 。 为 了 说 明 这 点 ,现在 回 到 特征 方程 
(8.2-15) ,并 把 它 写 成 下 列 形式 
det(a — AI) 一 pu 一 (a 十 ay)A 二 Qi1 a22 QQ12Q21 一 0 (8. 2-34) 
为 了 方便 ,引入 下 面 的 参数 








cd 十 az 一 tra 一 户 1 8 2 35) 
CLIIQ22 QizQz) 一 deta 一 Q 
式 中 的 p 和 g 可 以 分 别 被 确认 为 矩阵 a 的 迹 和 行列 式 。 利 用 这 些 记号 ,特征 方程 变 为 
2 一 和 包 十 一 0 (8.2-36) 
它 的 根 为 
A1.2 一 (p+ VD 一 49) (8. 2-37) 


把 前 面 讨 论 过 的 几 种 情况 概括 如 下 : 

(1) p* 之 4g。 特 征 值 .是 不 等 的 实数 , 当 >0 时 ,两 个 根 同 号 ,这 时 如 果 p 二 0, 平 
衡 点 是 稳定 结 点 ,如 果 如 >0, 平 衡 点 是 不 稳定 结 点 。 当 9<0 时 ,两 根 异 号 ,这 时 平衡 点 是 
鞍点 ,而 与 p 的 符号 无 关 。 

(2) p’ 一 4g。 两 根 入 .是 相等 的 实数 ,得 到 边线 结 点 ,p 二 0 为 稳定 结 点 ,Pp 之 0 为 不 稳 
定 结 点 。 从 表达 式 (8.2-35) 知 ,这 种 情况 只 在 cs 和 az 符号 相反 才 有 可 能 。 

(3) p* 二 4g。 对 于 9g>>0, 当 p 过 0 时 平衡 点 是 稳定 焦点 ,而 当 之 0 时 平衡 点 是 不 稳 
定 焦点 。 在 p= 二 0 时 ,特征 值 M.: 是 纯 虚 的 共 斩 复 数 , 这 时 平衡 点 是 一 个 中 心 , 这 种 情况 可 
以 看 成 是 把 稳定 和 不 稳定 焦点 隔 开 的 边界 情况 。 


可 以 归纳 出 以 下 结论 : 
<0 稳 
| > 9 结 点 | 定 
A=p:—4g 守 0 p 之 0 不 稳定 
aa< 0 鞍点 
p= 二 0 中 心 
二 p:—4 0 之 0 稳 
A=p q 二 过 0 你 点 | 稳定 
记 >0 不 稳定 





8.2-5 表 示 户 对 9 的 参数 图 , 它 给 出 各 种 可 能 情况 的 一 幅 完 整 的 图 形 。 从 这 幅 图 
显然 可 见 , 中 心 确实 是 当 弱 稳定 焦点 和 弱 不 稳定 焦点 移 到 一 起 时 得 到 的 极限 情况 。 因 此 
中 心 不 只 限于 一 个 物理 现实 ,更 应 该 看 成 一 个 数学 概念 。 必 须 指出 ,中 心 是 保守 系统 的 一 
种 特征 。 类 似 地 ,在 图 8.2-5 中 A=0 的 情况 表现 为 把 结 点 与 焦点 分 开 的 抛物 线 。 物 理 
上 ,抛物 线 A=0 表示 了 从 振动 运动 中 分 离 非 周期 运动 的 曲线 。 稳 定 结 点 的 区 域 是 以 有 
阻尼 非 周期 运动 为 表征 ,而 稳定 焦点 的 区 域 则 以 具有 阻尼 振动 为 表征 。 另 一 方面 ,在 不 稳 
定 结 点 的 区 域 ,运动 是 发 散 的 非 周期 运动 ,而 在 不 稳定 焦点 的 区 域 运动 是 发 散 的 振动 运 
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动 。 在 中 心 的 区 域 , 它 仅 包括 正 的 g 轴 , 运 动 是 谐 波 的 。 从 图 8.2-5 可 以 得 出 ,如 果 p 志 0 
并 且 dq>0 则 平衡 点 是 稳定 的 ,而 对 请 和 9 的 其 他 任何 
合 , 平 衡 点 都 是 不 稳定 的 。 
根据 上 面 的 讨论 看 来 , 结 点 和 焦点 或 者 是 渐 近 稳定 
的 或 者 是 不 稳定 的 ,而 鞍点 总 是 不 稳定 的 。 另 一 方面 ， 
中 心 仅 是 稳定 的 。 回 顾 一 下 ,对 于 渐 近 稳定 来 说 ,特征 
值 或 者 是 负 的 实数 ,或 者 是 带 有 负 实 部 的 共 恩 复数 。 对 
于 不 稳定 来 说 ,至 少 有 一 个 根 是 正 实数 ,或 者 带 有 正 实 
部 的 复数 。 渐 近 稳 定 和 不 稳定 的 情况 定义 了 所 谓 有 意 
图 8.2.5 义 性 态 ,而 仅 稳定 的 情况 则 构成 所 谓 临 界 性 态 。 这 些 定 
义 使 人 们 能 够 讨论 在 什么 情况 下 非 线 性 完全 系统 可 以 
由 线性 化 系统 来 近似 。 确 实 , 对 有 意义 性 态 来 说 非 线性 完全 系统 (8. 2-11) 的 平衡 性 质 是 
与 线性 化 系统 (8. 2-12) 的 平衡 性 质 相 同 的 。 临 界 性 态 的 情况 则 是 不 确定 的 ,这 时 非 线 性 
完全 方程 可 以 给 出 一 个 中 心 或 者 一 个 焦点 (稳定 的 或 不 稳定 的 ), 而 与 无 限 小 分 析 所 认为 
的 中 心 相 反 。 在 临界 性 态 的 情况 下 ,不 能 用 线性 化 系统 引出 关于 非 线 性 完全 系统 在 平衡 
点 邻 域 内 性 态 的 结论 ,必须 研究 包含 在 s 和 6; 内 的 更 高 阶 的 项 。 虽 然 仅 对 于 正 9 轴 上 的 
点 才能 得 到 临界 性 态 的 情况 ,但 有 关 的 数学 模型 却 用 得 相当 广泛 。 这 恰恰 就 是 第 1 章 讨 
论 的 质量 - 弹 禾 线性 保守 系统 的 情况 ,或 例 8. 2-1 的 保守 的 非 线 性 单 摆 。 
例 8.2-1 考察 单 摆平 衡 位 置 的 稳定 性 。 
解 : 单 摆 的 运动 微分 方程 为 
Giowsin0=0, w= g/l 


zi 二 0,Xx: 一 0 , 则 单 摆 的 运动 微分 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 
Zl = To Zs = wsinz 
平衡 位 置 应 满足 z= 二 0,z; 二 0, 则 有 
XI 二 nx X22 二 0 (一 0, 土 1, 士 2,…) 
见 , 当 w= 二 0 和 偶数 时 ,对 应 于 同一 个 物理 位 置 , 即 下 平衡 位 置 。 而 当 ?2 为 奇数 时 ,对 应 
5 一 个 物理 位 置 , 即 上 平衡 位 置 。 因 此 ,只 须 考察 x 二 0,x; 二 0 和 二 rz 二 0 的 两 个 平 
衡 位 置 。 在 zx 二 0,zx;: 二 0 的 附近 , 非 线 性 一 阶 微分 方程 组 的 线性 化 方程 为 
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特征 方程 的 系数 为 





p=an+az =0, gqg=andz— dds = ww 
因为 p=0,9g>0, 则 该 线性 化 系统 的 平衡 位 置 为 中 心 。 对 于 非 线性 系统 该 平衡 位 置 是 否 
仍然 是 中 心 呢 ? 在 这 里 , 仅 从 物理 概念 上 就 可 以 说 清楚 ,而 不 必 采 用 其 他 方法 。 因 为 系统 
是 无 阻尼 非 线性 保守 系统 ,无 能 量 的 耗 散 和 吸入 ,因此 对 于 非 线性 系统 平衡 位 置 仍 然 是 
中 心 。 
在 x 二 x,xs 王 0 的 附近 。 首 先 作 变换 ,使 该 平衡 位 置 为 新 坐标 系 的 原点 。 令 
yi XI NAN, YY Xz 
则 非 线 性 一 阶 微分 方程 组 的 方程 为 
Wy yw sin(y tnx) = wsiny 
上 面 方程 在 y; 二 0,yz 一 0 附近 的 线性 化 方程 为 
V1 ye := wy 
系数 矩阵 


特征 方程 的 系数 为 
p=0, g——o 

由 于 g<<0, 则 该 平衡 位 置 为 鞍点 ,是 不 稳定 的 。 

显然 ,对 于 x1 二 0, 土 2x, 土 4x,… ,rz 一 0 得 到 中 心 ; 而 对 于 z 二 士 r, 十 3r, 十 5r,…， 
zz 一 0 得 到 鞍点 。 可 匈 这 个 系统 只 有 中 心 和 鞍点 。 

例 8.2-2 分 析 滑 翔 机 的 运动 (图 8.2-6)。 设 机 到 面积 很 大 ,空气 阻力 远 小 于 升力 而 
略 去 ,飞机 的 惯性 矩 不 大 ,而 尾 必 的 稳定 力矩 很 大 , 攻 角 保持 为 零 。 

解 : 设 飞 机 的 质量 为 m, 质 心 速度 为 v, 纵 轴 相 对 水 平面 的 








| 
倾角 为 9, 升 力 户 为 | 
2 0 Fh ” 
,Cou L 好 
Fl 一 co 5 7 
其 中 ci 为 升力 系数 ,S 为 特征 面积 ,po 为 空气 密度 。 列 出 飞机 
质心 运动 的 动力 学 方程 为 mg 
mv =—=— mgsing 
图 8.2-6 


. 2 
mv =— mgcos 0 crS 全 | 


将 9,v 作为 决定 飞机 运动 状态 的 状态 变量 , 则 (9,v) 相 平面 内 的 相 轨 迹 微 分 方程 为 


dv sin O 


d0 cos 0— (v/vo)’ 
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其 中 常数 一 V2mg/ecrSp。 令 y= 二 v/w, 作 变量 置换 ,此 方程 化 为 





dy ysing 
d0 y’—cos0 
有 三 个 奇 点 
人 Yn 上 一 一 TV/2 
S51 ， $2 ， S53 
y, 二 1 从 一 0 3 一 0 


奇 点 ”对 应 于 飞机 作 速 度 为 w 的 水 平 匀速 飞行 , 奇 点 和 5; 对 应 于 飞机 直立 且 速 度 为 零 
的 瞬时 失速 状态 。 列 出 上 面 方程 党 一 二 2sim20 的 雅 可 比 矩 阵 





yy 一 cosO 
sin 0. 2y, 
4 | 
— ycos 0 — sin®d. 


得 到 
p=0, gq=Zycos0— sin’b, A= 4(sin’b, 一 2wcosb) 
奇 点 类 型 如 表 8. 2-1 所 示 。 


表 8.2-1 奇 点 类 型 











实际 上 ,方程 器 一 二 sn 为 全 微分 方程 ,可 积分 得 到 相 轨 迹 方程 


六 一 cosb 


3y — ycos 0 = const 


相 轨 迹 族 如 图 8. 2-7 所 示 。 可 看 出 过 鞍点 的 分 隔 线 将 相 
平面 划分 为 两 个 不 同 区 域 。 初 扰动 很 小 时 滑翔 机 的 水 平 
匀速 飞行 为 稳定 的 稳 态 运动 。 但 对 于 太 大 的 初 扰动 , 若 相 
点 越 出 由 分 隔 线 划 分 的 粗 实 线 所 围 区 域 , 则 9 单调 增加 ， 
图 8.2-7 水 平 飞行 转变 为 不 稳定 的 翻盘 斗 运动 。 





8.3 ” 目 激 振动 ， 极限 环 


极限 环 或 自 激 振动 是 一 种 非 线性 现象 。 工 程 中 有 很 多 自 激 振动 的 实例 ,如 钟表 的 摆 、 
干 摩擦 自 振 、 输 电线 舞动 .管内 流体 路 振 、 机 权 的 颤 振 ,机床 闸 振 和 车 轮 制 动 闸 瓦 的 尖 叫 声 
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等 。 经典 的 皮带 问题 如 图 8. 3-1(a) 所 示 , 皮 


带 以 等 速 "移动 ,在 适当 条 件 下 ,此 质量 -弹簧 弹 和 质量 上 二 弹 和 
系统 可 能 为 动力 不 稳定 ;图 8. 3-1(b) 表示 酚 空气 注目 梓 
在 稳定 流 场 中 的 可 能 振动 。 这 些 例 子 说 明 : 多 一" (2 弹 
一 个 非 线性 系统 在 一 个 常数 激励 作用 下 ,可 能 度 带 
产生 周期 振动 。 本 节 叙 述 自 激 振动 系统 的 普 由) 
遍 性 质 ,利用 相 平面 的 极限 环 描述 自 激 振动 图 8.3-1 
过 程 。 

1. 自 激 振动 


在 第 2 章 的 讨论 中 , 作 自 由 振动 的 系统 不 能 从 外 界 补充 能 量 , 因 此 只 有 机 械 能 守恒 的 
保守 系统 才能 维持 等 幅 自由 振动 。 但 任何 实际 系统 都 不 可 避免 地 存在 着 耗 散 源 , 耗 散 系 
统 在 振动 过 程 中 ,其 机 械 能 不 断 损耗 ,使 自由 振动 衰减 。 因 此 没有 能 量 的 补充 不 可 能 维持 
持久 的 等 幅 振动 。 在 第 3 章 的 讨论 中 ,系统 在 周期 变化 的 激励 作用 下 接受 外 界 的 能 量 补 
充 , 交 变 的 能 量 输入 使 系统 维持 等 幅 振 动 , 即 强迫 振动 。 除 自由 振动 和 强迫 振动 之 外 , 自 
激 振动 是 工程 中 普遍 存在 的 另 一 种 振动 形式 。 所 谓 的 自 激 振动 是 系统 内 部 的 非 振动 的 能 
量 转换 为 振动 的 激励 而 产生 的 振动 。 对 于 自 激 振动 可 以 作 如 下 的 物理 解释 : 存在 一 个 与 
系统 有 关 的 外 部 恒定 的 能 源 , 自 激 振动 靠 系统 外 部 能 源 补充 能 量 ,使 运动 的 系统 与 恒定 能 
源 之 间 产 生 交 变 力 , 这 个 交 变 力 在 运动 方程 中 体现 为 阻尼 项 。 当 系统 振动 较 小 时 ,方程 中 
的 阻尼 项 成 为 负 阻尼 ,使 系统 周期 性 地 从 恒定 能 源 吸收 能 量 而 使 运动 增长 ; 当 运 动 增长 到 
一 定 程度 ,方程 中 的 阻尼 项 成 为 正 阻尼 而 使 运动 衰减 。 当 系统 在 一 个 周期 内 损失 的 能 量 
和 吸入 的 能 量 相等 时 ,系统 呈现 稳 态 的 周期 运动 。 这 种 稳 态 周期 运动 就 称 为 自 激 振动 ,或 
简称 自 振 。 线 性 系统 不 可 能 产生 自 激 振 动 ,能 产生 自 激 振动 的 系统 必 为 非 线 性 系统 。 前 
面 介 绍 的 范 德 波 方程 和 瑞 利 方程 所 代表 的 振动 都 属于 自 激 振动 。 

自 激 振动 由 于 能 源 恒定 而 不 同 于 强迫 振动 。 系 统 依靠 自身 运动 状态 的 反馈 作用 调节 能 
量 输入 ,以 维持 不 衰减 的 持续 振动 。 也 就 是 说 ,在 自 激 振 动 中 ,外 界 恒定 的 能 源 给 予 振动 系 
统 的 交 变 力 是 由 运动 本 身 产生 或 控制 的 ,运动 一 旦 停止 , 交 变 力也 随 之 消失 。 而 在 强迫 振动 
中 , 交 变 力 是 由 外 部 能 源 独立 产生 的 , 它 不 依赖 于 运动 ,即使 运动 消失 了 , 交 变 力 仍 可 存在 。 
因此 ,强迫 振动 的 频率 完全 决定 于 外 加 激励 频率 ,而 自 激 振 动 的 频率 则 很 接近 于 系统 的 固有 
频率 。 另 外 , 自 激 振动 与 保守 系统 的 自由 振动 也 不 相同 。 保 守 系 统 的 自由 振动 的 振幅 由 初 
始 条 件 确定 ,而 自 激 振动 的 振幅 与 初始 条 件 无 关 , 它 决定 于 系统 本 身 的 参数 。 

例 8.3-1 分 析 电 铃 ( 图 8. 3-2) 的 自 激 振动 。 

解 : 电 铃 的 铃 锤 和 弹簧 片 组 成 了 振动 系统 ,电源 为 恒定 的 能 源 , 电 磁 断 续 器 为 调节 
器 。 通 电 后 铃 锤 在 电磁 力 的 作用 下 产生 位 移 敲 击 钢 铃 ,同时 使 电路 断 开 , 铃 锤 在 弹 得 恢复 
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力作 用 下 回 到 原 处 ,如 此 往复 循环 以 产生 持久 的 自 激 振 动 。 
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茸 汽 、 
f 配 汽 闪 





例 8.3-2 分 析 蒸 汽机 (图 8.3-3) 的 自 激 振动 。 

解 : 蒸汽 机 的 活塞 `. 连 杆 和 飞轮 组 成 了 振动 系统 ,锅炉 供应 的 蒸汽 为 恒定 能 源 , 配 汽 
阀 为 调节 器 。 蒸 汽 推 动 活塞 ,并 通过 连 杆 带动 飞轮 转动 ,同时 使 配 汽 阀 移动 以 改变 进 汽 方 
向 ,使 蒸汽 朝 相 反 的 方向 推动 活塞 。 活 塞 在 蒸汽 的 往复 推动 下 带动 飞轮 作 持 久 的 转动 。 


2.， 自 激 振动 的 特征 

(1) 振动 过 程 中 ,存在 能 量 的 输入 与 耗 散 , 因 此 自 振 系统 为 非 保 守 系 统 。 

(2) 能 源 恒定 ,能 量 的 输入 仅 受 运动 状态 , 即 振动 系统 的 位 移 和 速度 的 调节 ,因此 自 
振 系统 不 显 含 时 间 变 量 ,为 自治 系统 。 

(3) 振动 的 特征 量 , 如 频率 和 振幅 ,由 系统 的 物理 参数 确定 ,与 初始 条 件 无 关 。 

(4) 自治 的 线性 系统 只 能 产生 衰减 自由 振动 ,无 耗 散 时 也 只 能 产生 振幅 由 初始 条 件 
确定 的 等 幅 自 由 振动 。 因 此 自 振 系统 必 为 非 线 性 系统 。 

(5) 自 激 振动 的 稳定 性 取决 于 能 量 的 输入 与 耗 散 的 相互 关系 。 若 振幅 偏离 稳 态 值 
时 ,能 量 的 增 减 能 促使 振幅 回 至 稳 态 值 , 则 自 激 振动 稳定 (图 8.3-4(a))。 反 之 , 自 激 振动 
不 稳定 (图 8. 3-4(b))。 


耗 散 能 输入 能 






能 量 
输入 能 
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3. 极限 环 


自 激 振 动 是 稳 态 的 周期 性 运动 ,所 以 它 在 相 平面 上 的 相 轨 线 构成 一 条 封闭 的 轨迹 , 相 
平面 内 的 封闭 相 轨 迹 与 实际 系统 的 周期 运动 相对 应 。 保 守 系 统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 等 
幅 自 由 振动 对 应 于 相 平 面 内 围绕 中 心 奇 点 的 封闭 相 轨 迹 族 , 在 密集 的 封闭 相 轨 迹 族 中 , 实 
际 相 轨迹 的 振幅 由 初始 运动 状态 确定 。 自 激 振动 是 一 种 特殊 的 周期 运动 , 它 的 振幅 和 频 
率 由 系统 的 物理 参数 唯一 确定 ,与 初始 运动 状态 无 关 。 因 此 自 激 振动 在 相 平 面 内 的 相 轨 
迹 是 孤立 的 封闭 曲线 , 庞 加 菜 (Poincare) 称 此 封闭 轨迹 为 极限 环 。 在 封闭 曲线 周围 布 满 
了 螺 线 型 的 相 轨迹 逐渐 地 趋 近 极 限 环 ,它们 或 者 盘 向 极限 环 ,或 者 盘 向 奇 点 。 极 限 环 又 有 
稳定 的 和 不 稳定 之 分 。 如 果 极 限 环 两 侧 的 相 轨 线 都 趋 
近 于 它 , 即 当 相 点 由 于 扰动 偏离 极限 环 后 , 沿 新 的 相 轨 
迹 运 动 , 若 扰动 后 的 相 轨 迹 仍 渐 近 地 贴近 极限 环 , 则 称 
极限 环 是 稳定 的 ,如 图 8.3-5 中 的 M;。 反 之 , 若 扰 动 
后 的 相 轨 迹 远 离 极 限 环 ,其 中 只 要 有 一 侧 的 相 轨 线 是 
离开 极限 环 的 , 则 这 样 的 极限 环 称 为 不 稳定 的 ,如 
图 8.3-5 中 的 M 和 Ms 。 不 稳定 的 极限 环 是 实际 系统 
不 能 实现 的 运动 , 它 是 用 几何 作 图 法 画 不 出 来 的 。 稳 图 8.3-5 
定 的 极限 环 对 应 于 系统 的 稳 态 周期 运动 , 即 自 激 振动 。 

月 激 振动 在 各 种 技术 问题 中 占有 极 重 要 的 地 位 ,因此 确定 极限 环 的 存在 及 其 稳定 性 
就 成 为 非 线性 自治 系统 理论 中 的 一 个 重要 问题 。 从 上 面 的 定性 分 析 可 知 ,极限 环 的 存在 
是 明显 的 ,但 是 对 于 一 个 给 定 的 系统 要 想 从 理论 上 证 实 极限 环 的 存在 并 具体 地 找到 该 极 
限 环 却 是 困难 的 。 虽 然 有 关于 极限 环 的 存在 有 李 亚 普 诺 夫 (Lyapuonov) 准 则 和 庞 加 莱 - 
本 狄 克 和 后 (Poincar6e-Bendixson) 定 理 ,但 在 很 多 情况 下 ， 问题 的 解决 还 是 要 借助 于 图 解法 。 

一 个 具有 极限 环 系统 的 经 典 例子 是 范 德 波 振子 。 这 个 例子 可 以 说 明 极 限 环 的 一 些 性 
质 。 范 德 波 振子 是 由 下 面 的 微分 方程 所 描述 , 即 
Fur i+r=0 (0 (8. 3-1) 
上 式 可 认为 是 一 个 具有 可 变 阻 尼 的 振子 。 确 实 ,w(x’ 一 1) 这 一 项 可 以 看 成 一 个 与 振幅 相 
关 的 阻尼 系数 。 对 于 |zx| 二 1 这 个 系数 是 负 的 ,而 对 |1zi>>1 它 是 正 的 。 因 此 当 运动 在 
zl<1 的 范围 内 时 负 阻 尼 有 助 于 增加 振幅 ,而 当 |zl>1 时 正 阻尼 有 助 于 减 小 振幅 ,所 以 
预期 会 有 极限 环 而 且 确实 得 到 了 极限 环 。 

令 工 二 zi ;二 Xxy; 则 方程 (8.3-1) 可 以 用 两 个 一 阶 微分 方程 来 代替 

XI 一 Xs Xs = xX 十 (1 一 Xi)xz 二 一 0 (8.3-2) 
显然 ,原点 是 一 个 平衡 点 。 为 了 了 解 这 个 平衡 点 的 性 质 , 列 出 下 面 线性 化 系统 的 系数 矩阵 
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0 1 
a 一 | | (8.3-3) 
—1 A 
它 导致 特征 方程 
A 一 /+1=0 (8. 3-4) 
上 式 有 根 
A 5 
Zk £ _ 
和 十 ( 生 ) 1 (8. 3-5) 


当 p>2 时, 根 入 与) 都 是 正 实 数 ,所 以 原点 是 不 稳定 结 点 。 当 pw<2 时 , 根 与 is 是 具 
有 正 实 部 的 共 思 复 数 ,所 以 这 个 原点 是 不 稳定 焦点 。 不 管 怎么 样 ,原点 都 是 不 稳定 平衡 
点 ,而 在 它 邻 域内 开始 的 任何 运动 趋向 于 离开 这 个 领域 而 达到 极限 环 。 

为 得 到 轨迹 的 方程 ,将 式 (8. 3-2) 的 第 二 式 除 以 第 一 式 , 结 果 有 


| 





= yl 1) 


dz 2 
要 求 得 上 式 的 一 个 封闭 解 是 不 可 能 的 。 轨 线 可 以 用 某 种 图 解 方法 来 求 得 ,例如 用 等 倾 线 
法 ,或 者 用 计算 机 模拟 。 图 8. 3-6 给 出 了 对 y= 二 0.2 和 ww=1.0 的 值 用 计算 机 模拟 求 得 的 
极限 环 。 从 图 8.3-6 显然 可 见 极限 环 的 形状 决定 于 参数 w。 事 实 上 , 当 yj->0 极限 环 趋 于 
一 个 圆 。 因 为 所 有 轨迹 不 论 从 外 面 或 从 里 面 都 趋 近 于 极限 环 , 所 以 极限 环 是 稳定 的 。 注 
意 到 , 当 pm<0 时 得 到 的 是 一 个 轨道 不 稳定 极限 环 ; 当 Aw>0 时 这 个 极限 环 是 轨道 渐 近 稳定 
的 。 可 见 , 一 个 稳定 的 极限 环 包 围 一 个 不 稳定 平衡 点 ,而 一 个 不 稳定 极限 环 包围 了 一 个 稳 


(8.3-6) 








{a) (b) 
8. 3-6 
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定 平衡 点 。 

最 后 ,必须 指出 ,对 于 呈现 有 极限 环 的 系统 ,在 其 原点 周围 用 线性 化 分 析 是 不 适当 的 。 
对 于 w>0 的 情况 线性 化 分 析 会 判定 不 稳定 ,其 运动 要 无 限 增 大 。 控 制 振幅 大 小 的 是 非 线 
性 项 , 即 yx*X+。 在 这 种 情形 下 ,恰当 的 线性 化 必须 在 极限 环 的 附近 ,这 样 会 得 出 一 个 带 有 
周期 性 系数 的 线性 系统 。 


8.4 基本 的 摄 动 方法 


非 线 性 振动 不 像 线性 振动 那样 有 统一 的 求解 方法 。 一 般 来 说 除了 很 少数 的 情况 外 ， 
要 对 非 线 性 系统 求 精确 解 几乎 是 不 可 能 的 ,因此 人 们 致力 于 寻求 各 种 近似 解法 ,其 中 包括 
各 种 数值 方法 。 这 里 不 讨论 数值 解法 , 仅 讨论 针对 所 谓 弱 非 线 性 系统 的 渐 近 的 解析 法 , 即 
摄 动 法 ,也 称 为 小 参数 法 , 它 是 求解 非 线 性 振动 方程 最 有 效 的 方法 之 一 ,是 由 庞 加 莱 和 李 
亚 普 诺 夫 所 拟定 、 在 解决 各 种 问题 时 广泛 应 用 的 方法 ,其 基本 做 法 是 把 解 展 开 成 小 参数 s 
的 震级 数 ,以 寻求 满足 一 定 误差 要 求 的 浙 近 解 。 求 解 非 线性 振动 的 摄 动 法 中 有 各 种 渐 近 
的 解析 方法 ,包括 基本 摄 动 法 和 各 种 奇异 摄 动 法 。 其 中 奇异 摄 动 法 又 包括 林 斯 泰 特 法 和 
KBM 法 等 。 在 介绍 中 由 于 篇 幅 的 限制 ,在 理论 方面 不 可 能 挖 据 得 很 深 。 与 线性 振动 相 
比 , 非 线性 振动 有 许多 独特 的 性 质 , 例 如 对 于 自治 系统 ,振动 周期 依赖 于 振幅 并 具有 多 次 
谐 波 响应 ,对 于 非 自 治 系统 , 有 跳跃 现象 .次 谐 波 和 多 谐 波 响 应 等 ,这 些 特性 都 可 以 用 摄 动 
描述 物理 系统 的 微分 方程 ,可 分 为 一 部 分 只 包含 常 系数 的 线性 项 , 另 一 部 分 与 前 者 相 
比 是 微小 的 非 线 性 项 (自治 的 或 非 自 治 的 ) ,其 微分 方程 为 如 下 形式 
十 wx 二 ef (x ,x,t) (8.4-1) 
式 中 为 一 个 小 参数 ,函数 了 是 关于 x 和 之 解析 的 非 线性 函数 ,也 可 以 与 时 间 ; 有关。 这 
样 的 系统 称 为 弱 非 线性 系统 ,相应 地 方程 (8. 4-1) 称 为 弱 非 线性 方程 ,使 系统 成 为 非 线 性 
的 微小 项 称 为 摄 动 项 。 如 果 f 中 不 显 含 时 间 t, 则 得 到 弱 非 线性 自治 方程 


十 wir = ef(r,i) (8.4-2) 
设 有 弱 非 线性 自治 系统 由 微分 方程 (8. 4-2) 所 描述 。 当 e=0 时 ,此 方程 成 为 
并 十 wi 二 0 (8.4-3) 


这 是 大 家 所 熟知 的 最 简单 的 无 阻尼 单 自 由 度 线性 振动 问题 ,wo 为 固有 频率 。 方 程 (8.4-2) 
的 解除 了 依赖 于 时 间 上 还 依赖 于 小 参数 e ,通常 方程 (8.4-2) 没 有 精确 解 ,根据 庞 吉 菜 展 开 
定理 , 解 zx(is) 可 以 展开 为 s 的 寡 级 数 形 式 , 即 

X(tye) 一 io(i) 十 eri(Ci) te rt) 十 … (8.4-4) 
式 中 函数 x;(1) (i 一 0,1,2,…) 为 各 阶 渐 近 解 ,是 时 间 + 的 涌 数 而 与 无关。xo (2) 是 
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方程 (8. 4-2) 当 e 一 0 时 的 解 , 即 方程 (8.4-3) 的 解 , 称 为 零 次 渐 近 解 或 母 解 。 
把 式 (8. 4-4) 代 入 式 (8.4-2) 的 左 端 , 有 
定 十 国文 一 (十 巡 十 本 十) 十 加 (Czo 十 sr 十 ezras 十 …) 
二 (0 十 wxo) 十 el 十 wl) 十 EY 十 wxz) 十 (8.4-5) 


把 式 (8.4-4) 代 入 式 (8. 4-2) 的 右 端 的 FCz, 之 ) ,因为 FGz,Z) 是 解析 函数 , 故 可 将 它 在 母 
解 (Czro ,0) 的 邻 域 展 成 泰勒 级 数 , 即 


大 (xz ) 一 f(xro 十 AX,Xo 十 AX) 





dfo df 
一 /xzo sin) 十 ear 十 oa 

















a: 0 C 0 0 
十 而 (5 二 了 Az’ 20h ArAi+? ThA )+ (8.4-6) 
21 Oroax 
式 中 
Ax 二 eri 十 @Xy 十 A 二 eXi 十 各 十 (8. 4-7) 
af, gf 、 
是 指 27C) 在 zx 一 mm 之 一 这 处 的 取 值 ,其 余 的 类 同 。 将 式 (8 4-7) 代 入 
式 (8.4-6), 按 es 的 寡 次 整理 得 到 
af,. 
Fr = f(t) +e(2r + + 2) 
ox 
afo hit 1 0fo 2 of Of) 
te (Fx 2 十 十 机 Jr X11 jit + 
(8.4-8) 
将 式 (8.4-5) 和 式 (8.4-8) 同 时 代 人 式 (8.4-2) 得 到 
(十 wxo) 十 eC 十 Xi) 十 E( 主 ;十 XxX) 十 
afo, 9 
= ef (rd) te (Fe fo7) + 本 …， (8.4-9) 
ox 


方程 (8. 4-9) 必 须 对 。 的 一 切 值 都 成 立 , 而 且 函 数 x;(1) (i 二 1,2,…) 与 8 无关, 故 方程 
(8. 4-9) 两 端 e 同 次 寡 的 系数 必须 相等 ,这 就 得 到 方程 组 


六 十 oilxzo 一 0 (8.4-10a) 

| 十 wixi 一 Jrzroyzo) (8. 4-10b) 
of 0 2 

2 十 wxs 一 of 1 十 一 一 (8.4-10c) 


dg 六 


上 面 的 每 个 方程 都 是 线性 方程 。 第 一 个 方程 (8. 4-10a) 无 右 端 项 ,可 以 直接 写 出 它 的 解 ， 
其 余 各 关于 x;(1) (i 二 0,1,2,…) 的 方程 ,其 右 端 所 包含 的 变量 与 导数 只 到 x; 1(1) 与 ;1 
为 止 , 因 此 方程 组 (8. 4-10) 可 依次 求解 。 
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上 述 各 阶 渐 近 解 均 包含 有 积分 常数 ,这 些 积分 常数 的 确定 ,可 以 由 已 给 定 的 初始 条 件 
XxX(0) 和 工 (0) 定 出 。 把 初始 条 件 按 式 (8. 4-4) 的 形式 展开 得 
7X(0) 二 x0(0) 十 erj (00) 十 ex (0) 十 … 1 


(8.4-11) 
(0) 二 训 (0) 十 ez1 00) 十 ee 记 (0) 十 … 
可 以 取 各 阶 渐 近 解 的 初始 条 件 为 
To(0) = rx(0), ri(0)=0 1 
(人 一 1,2，) » (8.4-12) 
Zz00) = (0)， 记 (0)= 二 0 | 


式 (8.4-12) 中 各 组 初始 条 件 可 以 决定 方程 (8.4-10) 中 各 阶 渐 近 解 的 积分 常数 。 

式 (8.4-4)? 所 表示 的 级 数 解 称 为 方程 (8.4-2) 的 形式 解 。 庞 加 菜 定 理 指出 ,只 要 小 参 
数 s 的 模 充 分 的 小 ,级 数 就 是 收敛 的 。 如 果 截 取 级 数 (8.4-4) 的 前 n 项 作为 n 次 渐 近 解 ， 
由 此 引起 的 截断 误差 与 es 的 (十 1) 次 寡 同 阶 。 即 满足 条 件 

X(tye) = Xo) eri(1) 十 erz(t) 十 十 et 人 (hb 十 O(e 1) (8. 4-13) 

式 中 符号 O(e” 表示 一 个 量 级 为 e 的 小 量 , 它 是 截断 误差 。 式 (8.4-13) 所 代表 的 意义 
是 级 数 中 的 每 一 项 只 是 它 前 面 一 项 的 微小 修正 。 所 以 , 当 *e 的 模 充分 小 时 ,了 到 渐 近 级 数 的 
开头 几 项 来 表示 解 就 有 很 好 的 近似 。 

但 是 对 于 一 个 实际 问题 ,小 参数 se 是 有 确定 的 值 的 ,不 可 能 任意 地 小 ,所 以 
级 数 (8.4-4) 只 能 在 自 变 量 上 的 某 个 区 间 内 才能 一 致 地 满足 式 (8. 4-13)。 也 就 是 说 用 
级 数 (8.4-4) 表 示 解 只 能 在 自 变量 的 某 个 区 间 内 才 一 致 有 效 。 现 举例 说 明 如 下 。 

例 8.4-1 系统 有 最 简单 的 非 线 性 弹性 时 ,可 近似 地 化 简 成 下 面 的 杜 芬 (Duffing) 
方程 





十 (Xx 二 er*) 二 0 (8.4-14a) 
或 
下 十 四 过 一 一 so33 (8.4-14b) 
给 定 初 始 条 件 为 
X70) = A,,， 7x(0)=0 
用 基本 摄 动 法 求 此 问题 的 解 。 


解 : 取 方 程 (8. 4-14) 有 如 式 (8.4-4) 的 解 ,由 式 (8. 4-10) 得 到 下 列 方程 组 
Xo 十 os 一 0 
| 十 由 一 一 oz 


。 2 2 .2 
TX2 十 oo 二 一 3woxoxi 


可 以 把 初始 条 件 取 成 下 列 形式 
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xXx0(0) 一 A,， Xo (0) 一 0 

Xi(0) =0, XxX(0)=0 (i= 1,2,.) 
将 初始 条 件 代 入 方程 组 ,得 

To 一 Avcos wot 
并 利用 三 角 恒 等 式 
COS” wot 一 (eos 3wot 十 3cos coot) 
得 
| 十 oil 一 一 A cos wot 一 二 中 Aicos 3wot 

它 的 解 为 


1 = Ceos wnt + Dsin wot — BotAdsin wt + HA cos 3ont 
考虑 i 二 1 的 初始 条 件 ,zi 为 
1 . 1 
X! 一 一 4 cos cot 一 eiAlsin co 十 574 COS 3wot 
将 志和 工人 代入 式 (8.4-4), 就 得 到 精确 到 OCe) 的 渐 近 解 


X= Auvcos ooot 十 EA; 全 os wot 一 Botsin wot 十 0s 3et ) 


从 ti 式 看 到 ,x 中 包含 有 tsin oo 项 , 称 为 长 期 项 (或 称 永年 项 ) 。 由 于 长 期 项 的 出 现 , 使 
得 渐 近 解 二 随时 间 : 的 增加 而 无 限 增长 , 即 当 :一 c2 时 ,z 一 co ,这 与 事实 相 了 矛盾。 实际 上 ， 
方程 (8. 4-14) 经 过 一 次 积分 后 可 得 


2 


因此 x 不 可 能 为 无 穷 大 。 

级 数 只 有 当 1 二 Ole" ) 时 , 即 在 上 <1 的 量 级 范围 内 , 解 x 才 是 渐 近 有 效 的 。 当 1 与 1/e 
同 阶 时 ,sz 与 ze 同 阶 渐 近 性 丧失 。 由 于 长 期 项 的 出 现 , 使 得 近似 解 渐 近 性 的 时 间 区 段 极 
短 , 从 而 使 它 的 应 用 范围 受到 很 大 限制 。 为 了 消除 长 期 项 ,获得 一 个 一 致 有 效 解 ,发 展 了 
各 种 各 样 的 渐 近 解法 ,统称 为 奇异 摄 动 法 。 下 面 首 先 介绍 林 斯 泰 特 - 庞 加 莱 法 。 


8.5S 林 斯 泰 特 - 庞 加 莱 法 


1883 年 林 斯 泰 特 为 了 消除 长 期 项 ,提出 对 基本 摄 动 法 的 改进 ,1892 年 庞 加 莱 证 明了 
此 方法 的 合理 性 ,其 基本 思想 是 认为 当 e 关 0 时 非 线性 系统 的 振动 频率 不 再 是 常数 wo ,而 
是 由 线性 系统 的 常数 m 变 成 w, 这 种 变化 是 由 摄 动 项 引起 的 ,而 摄 动 项 又 与 系统 的 运动 有 








”第 8 章 非 线性 振动 简介 | 

关 ， 所 以 w 应 该 是 的 函数 , 即 w 二 w(e)， 因此 振动 频率 w(e) 和 周期 解 X(t,e) 一 样 ， 都 必须 
在 摄 动 过 程 中 逐步 加 以 确定 。 

考虑 弱 非 线性 自治 方程 (8. 4-2) ,为 了 便于 计算 频率 的 变化 ,引入 一 个 新 的 自 变量 r 


、 2 
来 代替 1, 令 变换 关系 式 为 r* 一 wl， 且 有 之 一 宁 一 平 于 or 








d 7 wx 


7 ) = 。 于 是 方程 (8. 4-2) 变 为 


wr wr= ef (rwr’) (8.5-1) 
其 中 撤 “ ”表示 对 tc 求 导 。 这 样 ,以 未 知 周期 为 2x/w(e) 的 解 z(t,e), 变 成 以 已 知 周期 为 
2x 的 解 z(t,e)。 
用 林 斯 泰 特 方法 求 渐 近 周期 解 的 做 法 是 把 zx(r,e) 和 w(s) 都 展 成 s 的 宕 级 数 
Zrye) = xzo(r) 十 eri(Cr) 十 ero(r) 十 … 
wle) = oo 十 eui 二 ew 十 和 … | 
其 中 x;(z) (i 二 0,1,2,…) 是 ft 的 未 知 函 数 ,wi(i 王 0,1,2,…) 是 待定 的 参数 。 根 据 微分 方 
程 的 理论 ,两 个 未 知 函 数 需 要 由 两 个 微分 方程 来 确定 。 现 在 有 两 个 未 知 函 数 z(t,e) 和 和 
ws) ,而 只 有 一 个 控制 方程 (8. 5-1) ,所 以 不 能 唯一 地 确定 。 设 想 zx Cr) 一 0,1,2,…) 是 = 
的 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,因而 都 是 有 界 的 ,这 样 利用 这 一 附加 条 件 就 可 以 消除 长 期 项 。 
通过 控制 方程 (8. 5-1) 和 这 样 一 个 附加 条 件 可 以 唯一 地 确定 zx(r'e) 和 w(e)。 从 下 面 的 演 
算 过 程 可 以 看 到 这 一 设想 是 可 以 实现 的 。xi(r) 都 是 2x 的 周期 函数 的 数学 形式 为 
Xi(t 27x) 一 Tir) (一 0 1 2，…) (8.5-3) 
将 式 (8.5-2) 代 入 式 (8.5-1) 的 左 端 ,得 
wx 二 wr =(w 二 gw! 十 exwz 十 (xzo 十 sr 十 ez 十 …) 
十 oo(Cxzo 十 sri 十 exs 十 …) 
= (wx wro) 十 EC 十 or 十 2womiro) 
+ eo wrt (Dorw Tt wi rot wrwxi t+ (8.5-4) 
将 式 (8.5-2) 代 人 式 (8.5-1) 的 右 端 ,并 将 f(x ,wr ) 在 x 二 xoyx 三 to 一 oo 附近 展开 为 e 
的 寡 级 数 ,得 到 


(8. 5-2) 








of. gd 六 0 
jzvaur') = fxzovooxr 二 el er 十 3 eo )+ (8.5-5) 








9 © ’ / / = 
式 中 六 是 于 Ce :在 二 一 Xo 一 ooyc wo 的 值 , 其 余 类 同 。 将 式 (8. 5-4) 与 


式 (8.5-5) 相 比较 ,并 令 e 同 次 宕 的 系数 相等 ,得 到 线性 方程 组 
ww ro =0 (8.5-6a) 
wx ri = f ro word) — 20 xo (8.5-6b) 
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x 9fe 9 7 ofo 万 1 
co :十 wx 一 fr :二 可 人 Zi 十 本 天。 ww! (2uues TT wi 0 — Zwo wx (8. 5-6c) 


上 列 方程 组 和 基本 摄 动 法 得 到 的 线性 方程 (8.4-10) 一 样 可 以 依次 求解 。 所 不 同 的 是 , 现 
在 可 以 利用 式 (8. 5-3) 这 一 附加 条 件 确定 式 (8. 5-2) 中 的 w (i 二 0,1,2,…)。 方 程 
(8.5-6a) 是 齐 次 方程 , 它 的 解 zo 显然 是 周期 随 数 。 欲 使 x (zr) (0 一 0,1,2,…) 成 为 周期 函 
数 ,只 要 使 方程 (8.5-6b,c,…) 的 右 端 不 含有 第 一 谐 波 项 , 即 第 一 谐 波 的 系数 等 于 零 , 则 唯 
一 的 共振 就 不 会 发 生 ,x; 就 是 周期 的 ,从 而 消除 了 长 期 项 。 令 第 -- 谐 波 的 系数 为 零 就 可 确 
定 wi(i 二 0,1,2,…)。 下 面 举 两 个 实例 予以 说 明 。 
例 8.5-1 用 林 斯 泰 特 法 求 下 列 杜 芬 方程 的 解 。 
天 十 oz 二 gri) 一 0 (e<1) 
wx 二 wx = ew 
给 定 初始 条 件 为 
xXx(0) = AAs, 2(0)=0 
解 : 比较 方程 (8. 5-1) 有 f(x,wz ) 王 一 wx ,将 其 代 人 方程 (8.5-6) ,并 通 除 wi 得 到 


A 
To 十 xzo 一 0 
a Wl 六 
大 1 十 Zi 一 一 2 一 2 一 .on 

Wo 
UA 2 wl x 
Xs 十 Xs 一 一 3X6X1 一 工 (2mww 十 oo; ) 并 0 一 2 一 - 

con wo 


初始 条 件 为 
X00)= As， xzr0(0) 一 0 
Xi(0)=0, xi0) 一 0 (= 1,2,.…) 
由 第 一 个 方程 得 零 阶 近似 解 
Xo 一 Avcost 


显然 zo 自动 满足 周期 性 条 件 (8.5-3)。 将 zx, 代入 有 关 x 的 第 二 个 方程 ,并 考虑 到 cos’ r= 


(eos 3r 十 3cos r) 得 





十 Xi 二 1 Ao (Bw — 3w AL)cosr— 1 Ascos 3r 
evo 4 


式 中 右 端 的 第 一 项 是 第 一 谐 波 项 , 它 将 引起 共振 ,使 解 x 出 现 长 期 项 。 但 是 现存 cos r 的 
系数 中 是 待定 的 ,因此 可 使 该 系数 等 于 零 ,于 是 得 到 


3 , 
wl 一 A 
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考虑 i 二 1 的 初始 条 件 ,x 的 解 为 


xi 一 1 As(cos 3r 一 cos r) 


32 


将 row 和 zi 的 表达 式 代 入 第 二 个 方程 ,并 考虑 到 cos? rcos 3r 一 二 (cos r 十 2cos 3r 十 


cos 5r) 得 到 





nn wa | 21 ,5 24 1%; 2 3 A5 

Xs 十 (2 空 4 | Ta8 A )cos rt TogAdcos 3r 128Aocos 5r 
根据 周期 性 条 件 ,得 

21 
V2 一 一 区 wo 
对 应 于 ;一 2 的 初始 条 件 ,z* 的 解 为 
As 
XT» 二 1021423cos F 一 24cos3r 十 cos 5r) 


按照 同样 的 方法 ,可 依次 得 3 419 oo 将 已 经 求 出 的 Xo sl ,Tz 代 入 式 (8. 5-2) ,就 得 到 二 
次 渐 近 解 





加 __A; ee :A 、 、 
T(t) 一 Aucosr 一 e 32 (cos cos 3r) 十 1924023cosr 24cos 3t cos 5r) 
式 中 7 一 oJL。 根据 式 (8. 5-2) 和 U1 9， 人 2 的 表达 式 , 则 ww 为 
w= (lte BA —e eA! ) 


渐 近 解 工 是 一 致 有 效 的 。 由 于 非 线性 弹性 项 的 影响 ,使 得 系统 的 振动 中 有 高 次 谐 波 
出 现 , 同 时 频率 与 振幅 有 关 。 对 于 具有 硬 特性 (e>0) 的 弹簧 ,频率 比 线性 系统 有 所 提高 ， 
反之 ,s<0, 频 率 减 小 。 

例 8.5-2 求 下 列 范 德 波 方程 

并 十 并 一 E(1 一心 ) 父 

的 稳 态 振动 。 

解 : 假设 上 面 的 方程 有 式 (8. 5-2) 形 式 的 解 。 对 本 题 w= 二 1, f(xr,wr’) = 
(1 一 x*)wx 。 于 是 由 方程 (8.5-6) 得 到 





Ld 
Zo 十 ro 一 0 

凡 7 凡 
并 1 十 一 (1 — zx) ro 2 .70 

A 7 / 7 2 A A 
并 2 十 rs? 二 2xroxizot (1 — zi) Cw ro x1) (20w» t wi ) ro 2w1xl 


用 林 斯 泰 特 法 只 能 求 稳 态 的 周期 振动 ,对 于 自 激 振动 只 能 求 其 稳定 的 极限 环 ,因此 不 
能 由 任意 的 初始 条 件 出 发 来 求解 ,而 只 能 由 某 一 特定 的 初始 条 件 求解 。 可 取 初 始 速 度 








GO) 一 0 
而 初始 位 移 ( 此 时 即 初始 振幅 ) 可 在 求解 过 程 中 确定 。 上 式 可 化 为 
ziC0) 一 0 (i=0,1,2,.) 
由 方程 组 的 第 一 个 方程 中 :一 0 的 条 件 求解 得 
Xo 一 Acosr 
式 中 A 为 待定 常量 。 将 zo 代入 有 关 zi 的 第 二 个 方程 ,得 
地 十 xi 二 (1)Aosinrt 2Aowicosrt 十 IAsin 3r 


根据 周期 性 条 件 ,sin r 和 cosr 项 的 系数 均 应 等 于 零 ,于 是 得 
A, 一 十 2， wl 一 0 
上 面 方程 对 应 于 i 二 1 的 条 件 的 解 为 


XI 一 Acosr 十 sin -一 十 sin 3r 
其 中 A; 仍 属 未 定 。 它 将 与 w; 一 起 将 由 下 式 确定 
十 7 二 2Ajsinrt 十 ( 十 4cos jces T 


十 3Aisin 3r 一 Scos 3r 十 Tcos 5r 


根据 周期 性 条 件 ,得 
加 一 二 
4 一 0， oo 一 16 
因此 
1 一 sinr 一 了 sin 3r 
相应 zx? 的 解 为 


3 5 
Xs 一 Ascosrt 十 icos 3r 一 865os 957 


其 中 A: 可 由 进一步 的 演算 确定 。 至 此 ,可 以 写 出 一 次 渐 近 解 为 
T= 2c0oswt 十 e( 半 sin ou 一 sin 3wt ) 
其 中 频率 
1 e211... 
w= 1 [3 Te 


由 此 得 到 了 稳 态 的 周期 解 , 即 自 激 振动 的 极限 环 。 
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8.6 KBM 法 


从 8.5 节 可 以 看 到 , 林 斯 泰 特 法 只 能 得 到 稳 态 的 周期 解 , 所 以 对 保守 系统 适用 ,对 非 
保守 系统 失效 。 对 于 自 激 振动 只 能 得 到 极限 环 ,而 得 不 到 从 任意 初始 条 件 出 发 趋 近 极 限 
环 的 过 渡 过 程 。 为 了 使 浙 近 解 能 描述 整个 运动 过 程 ,人 们 从 微分 方程 学 中 的 常数 变易 法 
出 发 提出 了 其 他 渐 近 解法 ,如 KBM 法 。 所 谓 常数 变易 法 ,就 是 首先 积分 其 对 应 的 齐 次 方 
程 ( 即 有 相同 的 左 端 ,而 右 端 为 零 的 方程 ), 求 出 其 通 解 ,此 通 解 中 包括 着 待定 常数 。 然 后 
把 待定 常数 看 成 是 自 变 量 的 函数 ,也 就 是 把 已 求 出 的 齐 次 方程 的 通 解 中 的 常数 代 换 成 自 
变量 的 新 的 未 知 函 数 。 把 作 了 变量 代 换 后 的 通 解 再 代 和 人 原来 的 非 齐 次 方程 ,这 样 就 可 以 
得 到 原 非 齐 次 方程 的 通 解 。 

KBM 法 是 在 1937 年 克 雷 洛 夫 (Krylov) 和 博 芷 留 博 夫 (Bogoliubov) 提 出 的 渐 近 法 的 
基础 上 由 博 戈 留 博 夫 和 米 特 罗 波 尔 斯 基 (Mitropolsky) 给 出 了 严密 的 数学 证 明 并 加 以 推 
广 , 因 此 也 称 作 克 雷 洛 夫 - 博 戈 留 博 夫 - 米 特 罗 波 尔 斯 基 (Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky) 
方法 ,简称 KBM 法 。 与 林 斯 泰 特 法 一 样 ,KBM 法 在 解 中 先 设立 了 某 种 任意 性 ,然后 再 要 
求解 的 周期 性 ,以 消除 这 种 任意 性 。 这 一 方法 在 求解 非 线 性 振动 问题 中 是 行 之 有 效 的 。 
它 既 可 以 求 得 周期 解 ,又 可 求 得 非 周期 解 , 既 可 求解 自治 系统 ,又 可 求解 非 自 治 系统 。 

考虑 非 线性 系统 

六 十 wx 二 ef (x ,2) (8.6-1) 
式 中 e 是 小 参数 ,f(x,z) 是 x 与 x+ 的 非 线性 解析 了 肾 数 。 当 e 一 0, 系 统 成 为 线性 的 ,而 且 
是 简 谐振 动 系统 ,其 解 为 
X= acosgp, f= wtpo (8.6-2) 
式 (8.6-2) 实 际 上 是 非 线性 方程 (8. 6-1) 的 一 次 渐 近 解 。 在 这 里 ,振幅 4、 固有 频率 we 和 相 
角 gp 都 是 常数 。 当 e 关 0 为 小 量 时 , 式 (8. 6-1) 右 边 可 以 看 作 一 个 小 摄 动 , 它 引 起 振幅 与 频 
率 都 随时 间 缓 慢 地 变化 ,这 时 振幅 a 和 全 相位 9 均 为 时 间 t 的 函数 。 按 照 KBM 法 ,以 振 
幅 a 和 全 相位 p 作为 两 个 基本 变量 ,把 解 写成 e 的 竹 级 数 形式 , 即 
X= acos p 十 sri(ayp) 十 ezz(ayp) 十 …… (8.6-3) 
式 中 之 (4,g) (i 二 1,2,…) 是 缓慢 变化 的 函数 a 和 g 的 函数 ,而 且 是 p 的 以 2x 为 周期 的 周 
期 函数 。a 和 yp 是 时 间 上 的 函数 ,它们 由 下 列 微分 方程 确定 ,这 组 方程 也 是 按 s 展开 的 震 
级 数 , 即 它 们 对 时 间 的 导数 4 和 9 也 展 成 s 的 害 级 数 
d= eAi(a) +e A(a) d+ (8. 6-4) 
$= wewi (la) te w (a) t+ (8.6-5) 
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为 求 形式 解 (8. 6-3) ,可 将 式 (8. 6-3) . 式 (8.6-4) 和 式 (8. 6-5) 代 入 方程 (8. 6-1), 令 所 得 
的 方程 两 端 关于 es 的 同 次 备 的 系数 相等 ,就 得 到 关于 x; (i 二 0,1,2,…) 的 方程 ,这 些 方 程 
中 含有 A;(a) 和 wi(a)。A;(a) 和 wi;(a) 可 以 通过 消除 长 期 项 , 亦 即 得 到 周期 解 而 确定 。 逐 
阶地 确定 了 A;(a) 和 wi;(a), 就 可 逐 阶地 求解 x; ,从 而 得 到 各 阶 渐 近 解 。 

从 式 (8.6-3)、 式 (8. 6-4) 和 式 (8. 6-5) 出 发 ,应 用 复合 函数 求 导数 的 法 则 ,有 














六 dz 9， dx. 
di oa 9p” 
， 9 
二 一 awo sin 9 十 el( Aicos 9 一 aasin 9 wo 5 )+ “ (8.6-6) 
dr dr.) ox 3 0 多 oz da ，9xz do\， 
“ de ga 2 aadgpg 29 十 (5 da gp da j 


， - J? 
whacos vte(— 2Alw sin Pp Zwowiacos PT wi Fe 2 ) 
9 
dw 
+e 一 | 2CA: wiAD) aA 各 ! |sing 
一 | cwi 十 2wo wz )a — A Jeos¢ 


a? ,0? gx 
十 2w0Ai 十 虐 一 污 十 2ow0wr 二 本 十 …… (8.6-7) 
9ua9g 9 9p 


函数 /zz) 也 要 展 成 es 的 帘 级 数 。 引 入 记号 
To = dcos gp to 二 一 aoosin (8.6-8) 
应 该 明确 ,这 里 所 取 的 xz, 和 xz。 是 式 (8.6-3) 和 式 (8.6-6) 右 端的 第 一 项 , 而 把 右 端 第 二 
之 后 诸 项 的 和 分 别 记 为 Ar 和 Ai。 将 f(x,X) 在 xo。 和 zo 附近 展 成 泰勒 级 数 


dfo 0 四 
xz) 一 FCzoyzo) + EArt SALT ., 





| 
。 | 9 . 9x 
= f(xo ,2X0) re Er, + Aeos yg oasin 9 十 wo 0 





| 


(8.6-9) 
式 中 2 ， ?加 分 别 是 < 人 >， 2 人 如 在 = xo; 这 二 XZ。 处 的 值 。 最 后 把 式 (8. 6-3)、 


ar 92 07 





式 (8.6-7) 和 式 (8. 6-9) 同 时 代入 原 方程 (8. 6-1), 令 两 端 关 于 8 同 次 寡 的 系数 相等 ,可 得 
到 下 列 关 于 x;(i= 二 0,1,2,…) 的 微分 方程 组 
;2 Xl 





= f(xoysto)t 2wAisin gt wwacosy (8. 6-10a) 








92 2 2) 9 ff 。 9 
wf TE + dx = + (Aicos g— wasin gt ew 2 ) 
Bh dr oO7 99 





+ [2C0As to A +aA, We |sing 


十 | cwi 十 2ovos)a 一 人 St |eos 9 








da 
Ox 9? 
2w Al 了 TI Wo CU 二 (8.6-10b) 
adg Op 


上 面 这 个 方程 组 可 以 依次 求解 。 在 求解 过 程 中 ,为 了 防止 形成 长 期 项 ,利用 x;(i=1， 
2,…) 是 周期 解 , 可 得 每 个 方程 右 端的 sin p 项 与 cos p 项 的 系数 等 于 零 的 附加 条 件 ,就 能 
定 出 Ai,w(i 王 1,2,…)。 为 了 和 以 前 的 方法 相 比 较 , 仍 以 杜 芬 方程 和 范 德 波 方 程 为 例 来 
说 明 此 方法 的 解 题 步 又。 
例 8.6-1 用 KBM 法 求 杜 芬 方程 的 解 
Tolriter’)=0 (el1) 
解 : 在 这 里 f(x,) 二 一 wx ,计算 


fresho) 一 一 ai =— wha’ cos’y 一 一 Ta (3cos p+ cos 39) 
9f (xosTo 2 2 2 » 
人 = 3 7 一 一 3oicscos2p 一 一 Sea (1 + cos 22p) 
9f (xo ,Xo ) 一 0 
品位 
将 式 f(xo ,zo) 的 表达 式 代 入 方程 (8. 6-10a) 得 
or 





Ai. 1 2 1 
De 十 ri 一 2 了 sin ?Bo 一 3aoa )eos p— Fa cos 39 


为 了 消除 长 期 项 , 令 sin p 项 与 cos p 项 的 系数 等 于 零 ,得 


于 是 上 面 微分 方程 的 解 x 的 表达 式 为 
xX! 一 cos 39 


2 0/4To Zo) A ,。, 和 zx 的 表达 式 代入 (8.6-10b) ,并 注意 到 


ax OX 


将 





Zi(1 十 cos 29) = cos 30p(1 十 cos 20) 一 pe (cos g++ 2cos 3p 十 cos 59) 
得 到 
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gd rs ,A;: 
5 十 zs 二 2 wo zsin pg 十 (Be 十 2 各 jacos g 十 二 a COs 39— 


再 令 sin p 项 与 cos gp 项 的 系数 等 于 零 , 有 


ge cos 50 


A, 一 0， 2 一 F660 
于 是 上 面 微分 方程 的 解 z* 的 表达 式 为 
21 
Xs 一 一 T0340 cos 30 十 ae ‘COs 50 


将 zx 和 x; 的 表达 式 都 代入 式 (8. 6-3) ,就 得 到 杜 芬 方程 的 二 次 渐 近 解 


并 一 acosgp 十 es Daicos 3p 十 ee 1 5(— 21cos 3p 十 cos 59) 


32 1024% 
再 者 ,根据 已 经 算出 的 A) = 二 0,As= 二 0, 由 式 (8, 6-4) 得 到 
4 二 0， 即 常数 
因为 系统 是 保守 的 ,对 每 一 次 近似 ,总 有 4 二 常数 。 又 根据 已 算出 的 w 和 wi, 代入 


式 (8.6-5) ,得 到 


因为 a= 常数 ,由 上 式 对 t 积分 得 
9 一 at po 
其 中 





- 
久 ~ (1 Fe 3 e 总 6 ) 


这 里 w 为 系统 的 二 次 近似 基 频 ,而 wm 为 常数 相 角 。 如 果 把 初始 条 件 x(0) 王 A。 ,z+ (0) 二 0 
代入 解 +, 即 可 解 出 a 和 go, 再 代 回 解 x 和 解 w, 则 解 x 的 表达 式 和 解 w 的 表达 式 将 与 由 
林 斯 泰 特 法 求 出 的 结果 相同 。 
例 8.6-2 用 KBM 法 求 范 德 波 方程 
于 十 s(z 一 1 之 十 工 一 0 


的 解 。 
解 : 在 这 里 w= 二 1, f(x,XT) 二 (1 一 x)7 ' 才 庶 xacos gasin 9' 计 算 
2 
fxosRo) = (1— Xi)to =— (1l—acos gasing 一 (条 一 1jasin 9 十 sin 39 
< 一 一 2zozo = 2a’cos psinp 一 asin 20 
2 2 
Of x) lac gl Secos2y 
并 2 2 


将 式 FGzozo) 代 和 人 式 (8.6-10a) 得 
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Ox 


op 
为 消除 长 期 项 ,必须 有 





/a’ . a ， 
十 xX! 二 (车 一 a 十 24,)sinp 十 2wacosg 十 邱 sin 39 


X1 一 — gsin 39 


将 2 ,0f (Xo so) 





,Ai,w 和 x1 的 表达 式 代入 式 (8.6-10b), 并 利用 三 角 肾 数 的 积 

















9 并 ox 
化 和 差 公 式 , 经 整理 得 到 
0? 3 7 3 
3 十 zz 一 2A:sin p 十 |(4 4 | 1 ) | 2wa jcosy 
(8 二 az)az 5a 
十 128 cos 39 -| 158cos 5p 
为 消除 长 期 项 ,又 得 
四 1 1， 7, 
A: = 0, ow 8 8° 256 
于 是 得 x; 的 表达 式 为 
一 一 Ts + )a’cos 39— 5 icos 50 
于 是 得 到 范 德 波 方程 的 二 次 渐 近 解 
1 ss， 2 5 ] 
Tacosp—e ssa “sin 39 07| (8 +e ) cos 39 十 也 a cos 59 


其 中 的 a 和 9 由 下 列 方程 确定 
.  ， 1 ， 
d= eAl He A, e$(1 7) 








。 。 1] 7 
P= wo ew ew 二 1 一 ee 8 (1— +30) 


a = 








2 
i+( 计 一 1)e”* 
p=t—e’ 二 (1 一 各 十 吉 4 ji 十 gp 


式 中 ae 和 go 为 初始 条 件 给 出 的 积分 常数 。 
采用 KBM 法 得 到 的 范 德 波 方程 在 任意 初始 条 件 下 的 稳 态 响应 ,并 且 上 一 co 时 趋 近 于 





as 阅 2 稳 态 的 周期 运动 ,高 阶 浙 近 解 计算 表明 ,这 种 运动 有 高 次 谐 波 项 。 


8.7 强迫 振动 


现在 讨论 有 外 周期 激励 作用 的 非 线性 振动 系统 。 因 为 外 周期 力 明 显 地 依赖 于 时 间 

1* 所 以 这 时 系统 是 非 自 治 的 。 这 里 仅 考虑 弱 非 线性 非 自 治 系统 ,其 方程 表达 式 为 

TT 二 wr ef(r,i,01) (8.7-1) 
式 中 人 0 为 激励 频率 ,也 数 f(x ,x ,027) 假 定 为 x,X ,cos Qt1,sin Qt 的 多 项 式 , 蚌 Qi 的 周期 为 
2x 的 函数 。 方 程 (8.7-1) 的 形式 解 为 

T= ro 十 ery -Her 十 … (8.7-2) 
式 (8.7-2) 中 基本 解 zo 可 表示 为 zo 二 acos pg; 二 一 awsin pg,9 二 wt 十 go。 这 样 ,将 f(x， 
工 ,0) 在 xo。,X。 附近 展 成 傅 里 时 级 数 , 则 有 


Fr Qt1) = f(r te (8.7-3) 


式 中 f,《x,2) 的 伟 里 叶 级 数 必然 包含 有 ew’ 的 项 ,因此 f(x,z 20) 的 展开 式 中 必然 包含 
有 组 合 频 率 为 (mw 十 nQ) 的 简 谐 分 量 , 其 中 和 为 任意 整数 。 当 这 些 组 合 频率 中 的 某 
一 个 接近 系统 的 固有 频率 w 时 ,就 会 产生 共振 。 所 以 对 于 非 线 性 系统 ,不 仅 在 外 激励 频 
率 Q~w 时 会 发 生 共 振 , 而 且 在 mo 十 asw 时 也 会 发 生 共 振 。 因 此 , 非 线性 系统 发 生 共 
振 的 条 件 为 

»— Ln (8.7-4) 
其 中 p,g 为 互 质 整 数 。 据 此 ,共振 可 分 成 下 列 二 种 类 型 : 

(1) pp 一 9g= 一 1, 即 os20, 这 种 情况 称 为 主 共 振 ,这 就 是 通常 意义 下 的 共振 。 

(2) g 二 1, 即 wo<zs0/p ,固有 频率 w 为 激励 频率 0 的 分 数 倍 , 称 为 分 数 共振 或 次 谐 波 
共振 。 

(3) pp 二 1, 即 wg0, 固 有 频率 w 为 激励 频率 0 的 整数 倍 , 称 为 超 谐 波 共振 。 

非 线性 系统 的 强迫 振动 比 线性 系统 的 强迫 振动 复杂 得 多 ,主要 是 因为 在 主 共 振 中 有 
跳跃 现象 和 次 谐 波 共振 现象 产生 。 为 计算 简单 ,在 本 小 节 中 仅 讨 论 弱 非 线 性 系统 在 简 谐 
激励 作用 下 的 共振 特性 。 前 面 介绍 的 求解 自治 系统 的 渐 近 解法 都 可 以 用 来 求解 非 自治 系 
统 。 下 面 求解 杜 芬 方程 的 主 共振 情况 。 

受 简 谐 激励 作用 的 杜 芬 方程 有 如 下 形式 

下 十 or 一 EL 一 轨 (orz 十 PR) 十 FcosDi (e<1) (8.7-5) 
式 中 wo 为 线性 化 系统 的 固有 频率 ,a,p8 为 给 定 参 数 ,eF 为 简 谐 激励 (每 单位 质量 ) 的 幅 值 。 
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式 (8.7-5) 称 为 无 阻尼 系统 的 杜 芬 方程 ,而 且 可 以 看 到 , 它 描绘 的 是 一 个 非 自 治 系统 。 
现在 来 探讨 式 (8.7-5) 具 有 周期 为 2x/Q 的 周期 解 的 可 能 性 。 为 了 方便 起 见 ,把 时 间 
的 标尺 改变 一 下 ,使 得 振动 周期 成 为 2x。 为 此 ,引入 变换 





Qt 一 rz 十 gp (8.7-6) 
式 中 工 为 新 的 时 间 变 量 ,而 g 为 未 知 的 相 角 。 并 有 
. d 了 "0 d Ud 
一 字 一 Qr'， Y= =z (8.7-7) 


式 中 一 撤 “ ”表示 对 r+ 求 导 。 因 为 系统 是 非 自 治 的 ,所 以 时 间 的 标尺 不 能 再 移动 ,这 就 意 
味 着 相 角 不 能 任意 选择 而 必须 作为 解 的 一 部 分 来 确定 ,按照 新 的 时 间 标 尺 , 式 (8. 7-5) 
成 为 








Qix wr = e{— w (or + Bx’) 十 Fcos(Cr 十 9)] (8.7-8) 
为 了 避免 长 期 项 , 式 (8.7-8) 的 解 必须 满足 周期 性 条 件 
Zr 十 2r) = Cr) (8.7-9) 
而 未 知 相 角 允许 选择 方便 的 初始 条 件 形式 
(0) = 一 0 (8.7-10) 
现在 来 求 式 (8.7-8) 的 一 个 解 ,其 中 zz 和 9 都 具有 e 的 震级 数 形式 ,因此 令 
工 一 To(r) 十 sri(r) 十 sxzo(r) 十 … (8.7-11) 
9 一 pm 十 ep 十 ep 十 …… (8.7-12) 
式 中 xi(7) (i 二 0,1,2,…) 对 于 zt 都 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,服从 周期 性 条 件 
TiGr 十 2r) = Xi(r) (i= 0,1,2,.) (8.7-13) 
和 初始 条 件 
Xi(0)=0 人 一 0.1,2,…) (8.7-14) 


把 式 (8.7-11) 与 式 (8.7-12) 代 入 方程 (8.7-8) ,由 同 蹇 项 的 系数 相等 ,得 到 一 组 方程 
2 xz 十 oz za 一 0 
《22 十 Ww XI = w (axo + Br?) + Feos(rt go) 


) (8.7-15) 
22 十 co2 zs 一 一 哆 (azrl 人 38xzrozi) — Foisin(t go) 





它 将 逐次 解 出 服从 周期 性 条 件 (8.7-13) 与 初始 条 件 (8.7-14) 的 x;(7D)(i==0,1,2,…)。 
考虑 到 对 应 于 i 二 0 的 初始 条 件 , 式 (8.7-15) 的 第 一 式 的 解 就 是 


Xo ltT) 一 Aucos fr (8.7-16) 
式 中 A, 是 常数 。 解 (8.7-16) 必 须 满 足 对 应 于 i 二 0 的 周期 性 条 件 , 而 只 有 当 


w= 0 (8.7-17) 
时 才 可 能 满足 。 在 进一步 的 讨论 中 假设 上 式 成 立 ,而 在 适当 地 方 2 将 换 成 w。 





把 式 (8.7-16) 代 人 方程 组 (8.7-15) 的 第 二 式 ,都 除 以 ww ,再 注意 到 cos: tr 一 了 (3cos rr 十 


cos 3r) ,经 整理 得 到 





» F. . ， 下 
TI 二 Xi 一 一 二 Sin posinr (ah, | 本 BA， 了 COS gu )jcosr 
ww ww 


— TBAdcos 3r (8.7-18) 


为 了 满足 对 应 于 ;一 1 的 周期 性 条 件 , 式 (8.7-18) 石 边 snr 与 coszr 的 系数 必须 为 零 。 在 
两 种 情况 下 这 些 系数 可 以 等 于 零 , 即 








ch, 十 本 Pi 一 二 一 0， 和 一 0 (8.7-19) 





acA， | 8A? 十 三 一 0， Po TX (8.7-20) 
《人 


从 式 (8.7-19) 与 式 (8.7-20) 可 以 得 出 ,qo 二 0 时 零 次 响应 zo 与 外 激励 同 相 ,而 po 二 x 时 零 
次 响应 与 外 激励 的 相位 差 了 180"。 但 是 一 个 差 180 相位 的 响应 就 等 于 负 振 幅 的 同 相 响 
应 。 注 意 到 这 点 ,可 以 认为 Ao 由 式 (8.7-19) 完 全 决定 。 

考虑 式 (8.7-19) 和 对 应 于 i 二 1 的 初始 条 件 , 式 (8.7-18) 的 解 成 为 


ICT) = Alcos r+ a5BAicos 3r (8.7-21) 


式 中 A, 为 待定 常数 ,可 以 用 根据 x; 为 周期 性 的 要 求 来 决定 A; ,这 与 根据 加 在 x 的 周期 
性 条 件 决定 A 的 方法 一 样 。 
把 式 (8.7-16) 与 式 (8.7-21) 代 入 方程 组 (8.7-15) 的 第 三 式 , 得 到 


区 十 Xs 一 一 For sin tC (oA + FAASA + Tap’ A jcos t 
(CO 


一 TAA? (34, 十 ch， 十 A jcos sr 一 988’ Aicos 5r (8.7-22) 


为 了 使 zy (rz) 是 周期 的 , 式 (8.7-22) 右 边 sint 与 cosr 的 系数 必须 为 零 , 由 此 得 出 
382 Ai; 








A 32(4a | 98A:) pi 一 0 (8. 7-23) 
由 上 式 , 并 考虑 ; 王 2 时 的 初始 条 件 , 式 (8.7-22) 的 解 就 成 为 
xza(r) = Ascos r+ 3BA? (34, 十 于 sh， 十 BA jcos 3r 
1 2 A5 、 了 
十 To5aP Aucos 5r (8.7-24) 


式 中 A: 要 从 下 一 次 近似 求 得 。 
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同样 的 过 程 可 以 用 来 推导 更 高 次 的 近似 。 把 式 (8.7-16)、 式 (8.7-21) 与 式 (8.7-24) 
等 代入 式 (8.7-11) ,再 把 独立 变量 变 回 到 4, 可 以 把 方程 (8.7-5) 的 解 的 二 次 近似 写成 如 
下 形式 
Zi) =(AoteAlte A,)coswil 


十 嘉 &4i| A te(3A, + oA, 十 让 8Ai ) Jeos 3wt 


2 
E , 5 四 
+ T0328 Ascos Swt (8.7-25) 


注意 到 ,在 一 次 近似 下 相 角 为 零 , 即 pg 二 go 十 ey 二 0。 由 于 系统 是 无 阻尼 的 ,因此 在 每 一 
次 近似 下 , 相 角 总 是 等 于 零 。 确 实 , 当 系统 有 阻尼 时 ,gp 关 0, 这 意味 着 响应 与 激励 是 异 
相 的 。 

方程 组 (8.7-19) 的 第 一 式 给 出 激励 振幅 与 响应 振幅 间 的 关系 式 , 式 中 驱动 频率 0 起 
参 变数 的 作用 。 回 顾 线 性 系统 的 振动 , 复 频 响 应 H(Q) 给 出 了 线性 系统 的 这 种 关系 。 因 
此 可 以 预期 对 于 非 线性 系统 ,方程 组 (8.7-19) 的 第 一式 表示 了 类 似 的 关系 。 而 这 样 的 一 
种 解释 有 助 于 揭示 振子 表现 非 线 性 性 态 的 典型 现象 。 为 了 表明 这 点 ,引信 记号 

wi = (leo)w = (1 eo (8.7-26) 

式 中 wo 可 以 视 为 有 关 的 线性 系统 的 固有 频率 ,对 应 式 (8.7-5) 中 8=0 的 情况 。 应 用 
式 (8.7-26) 从 方程 组 (8.7-19) 的 第 一 式 消 去 ,同时 考虑 到 e 是 小 量 , 得 到 
eF 
An 
如 果 将 e8 看 作 已 知 , 式 (8.7-27) 就 可 以 用 来 画 出 A, 对 w 的 曲线 图 ,图 中 以 sF 作为 参数 ， 
而 w 用 wo 来 表达 。 注 意 到 ,8=0 时 A, 对 w 的 曲线 图 有 两 个 分 支 , 一 支 在 w 轴 的 上 面 , 另 
一 支 在 w 轴 的 下 面 , 而 两 个 分 支 都 渐 近 地 趋 近 于 垂直 线 w 二 wo (图 8.7-1)。 垂 线 w 二 wp 相 





oo 一 人 一 oi (1 | Ts84; (8.7-27) 
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当 于 自由 振动 情况 , 即 下 二 0。 当 eB 隆 0 但 为 小 量 时 ,f=0 的 情况 不 再 给 出 垂 线 w 二 ww ,而 
给 出 一 条 与 w 轴 在 w 王 we 相交 的 抛物 线 。 对 应 eF 关 0 的 A。 对 w 的 曲线 图 包含 两 个 分 支 ， 
其 中 一 支 在 抛物 线 之 上 , 另 一 支 在 w 轴 与 抛物 线 的 下 半 部 之 间 。 两 个 分 支 都 渐 近 地 趋 近 
于 抛物 线 , 如 图 8.7-1 所 示 。 因 此 ,由 对 应 于 线性 振子 的 渐 近 线 w 一 wm 弯曲 成 抛物 线 而 构 
成 非 线性 效应 。 此 外 ,A。 对 w 的 曲线 图 也 渐 近 地 趋 近 于 这 条 抛物 线 。 图 8.7-1 对 应 于 一 
个 质量 - 硬 弹 簧 系统 ,图 中 显示 出 抛物 线 弯 向 布 边 。 容 易 证 明 ,对 于 ep 的 负 值 所 对 应 的 质 
量 - 软 弹 簧 系统 ,这 些 抛物 线 弯 向 左边 。 如 果 画 出 |Av,| 对 w 的 曲线 图 来 代替 A, 对 w 曲线 
图 ,那么 与 线性 振子 间 的 相似 性 就 变 得 更 清楚 了 。 把 (Au,o) 平 面 的 下 半 部 沿 w 轴 对 折 过 
去 就 可 从 后 者 获得 前 者 。 对 应 于 ep 的 正 值 和 负 值 ,1A.| 对 wo 的 曲线 图 如 图 8.7-2 所 示 。 
从 |4,| 对 ww 的 曲线 图 中 ,注意 到 ,与 线性 振子 相 比 , 质 量 - 硬 弹簧 系统 的 所 有 曲线 都 弯 向 
右 方 ,而 质量 - 软 弹 簧 的 则 都 弯 向 左 方 。 

















Ep=01 4 
三 
2r 
1 
3 0 
@ 四 
(a) (b) 


图 8.7-2 


与 线性 系统 相反 ,无 阻尼 质量 - 非 线性 弹簧 系统 的 共振 并 不 表现 为 振幅 趋向 于 无 限 
大 。 再 看 图 8.7-2(a) ,把 一 根 垂 轴 相 切 于 给 定 |A.| 对 应 w 曲线 的 点 表示 为 工 , 而 把 对 应 
的 频率 表示 为 n+。 对 于 质量 - 硬 弹 簧 系统 来 说 ,这 样 的 切 点 只 能 位 于 曲线 图 的 右 分 支 。 
通过 任 一 频率 w(w<<wr) 的 垂 线 只 与 曲线 图 的 左 分 支 相交 并 且 只 交 于 一 点 ,因此 对 于 w 达 
wr， 式 (8.7-27) 有 一 个 实 根 与 两 个 复 根 。 男 一 方面 ,w 之 wr 时 , 式 (8.7-27) 有 三 个 不 同 的 
实 根 ,一 个 在 左 分 支 上 而 另 两 个 在 右 分 支 上 。 因 此 在 某 些 频率 范围 内 , 非 线 性 理论 预示 ， 
对 激励 的 一 个 给 定 振幅 存在 着 三 个 不 同 的 响应 振幅 。 右 分 支 上 的 两 个 根 在 w 一 or 时 重 
合 。 当 ww 从 一 个 比较 小 的 值 开始 增加 ,振幅 1A | 也 增加 ,但 是 并 没有 一 个 有 限 w 的 值 能 
使 |A。| 成 为 无 限 大 。 对 于 质量 - 软 弹簧 系统 可 得 相同 的 结论 。 因 此 与 质量 -线性 弹簧 系 
统 在 w 王 wo 时 表现 共振 相反 ,对 质量 - 非 线性 弹簧 系统 来 说 ,共振 时 并 不 表现 为 振幅 趋向 
于 无 限 大 ,而 表现 为 振幅 的 多 值 性 。 

对 一 个 有 阻尼 系统 , 杜 芬 方程 的 形式 为 
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十 wx 二 e[ 一 2twz 一 wi (ar 十 Br*) 二 Feos Qt (8.7-28) 
如 果 下 列 关系 式 得 以 满足 ,那么 x 是 周期 的 , 即 


2¢5A, 一 工 sin py 二 0， (« 十 IAA: 4， 一 工 cos ou 一 0 (8.7-29) 
(地 ww 
从 式 (8.7-29) 得 到 零 次 近似 的 相 角 . 


po = arctan (8.7-30) 


轩 汪 时下 2 中 寅 汪汪 
a + (3/4)8A: 
可 见 响应 不 表 与 激励 同 相 位 ,此 外 ,应 用 式 (8. 7-26), 并 有 旦 注意 到 6 是 小 量 , 则 从 
式 (8.7-29) 得 到 
[tA | 十 (2etw?)? = ( 失 ) (8.7-31) 

上 式 可 用 来 画 出 1A, | 对 w 的 曲线 图 。 图 8.7-3 表示 一 个 阻尼 质量 - 硬 弹簧 系统 的 这 种 曲 
线 图 。 从 图 8.7-3 容易 看 到 ,有 和 粘 滞 阻尼 后 
振幅 不 再 随 驱 动 频 率 无 限 增长 。 虽 然 | A | or 
对 w 的 响应 曲线 是 连续 曲线 (这 意味 着 不 再 
包含 两 个 分 支 ) ,但 是 在 响应 中 仍 存在 不 连 < 
续 的 可 能 性 。 的 确 , 当 驱动 频率 w 从 比较 小 2 
的 值 开始 增长 ,振幅 |A, | 跟着 增长 至 达到 
点 1, 在 这 点 上 |A, | 对 w 响应 曲线 的 正切 是 9 
无 穷 大 ,并 且 振 幅 发 生 向 着 响应 曲线 下 支 的 

点 2 的 一 个 突然 “跳跃 ”"。 从 这 点 开始 振幅 
随 频率 的 增长 而 减 小 。 当 频 率 从 比较 大 的 值 开始 减 小 ,振幅 跟着 增加 直到 点 3, 在 这 点 啊 
应 曲线 的 正切 又 变 为 无 穷 大 ,而 振幅 跳跃 到 上 支 的 点 4, 从 这 点 开始 振幅 随 着 频率 的 减 小 
有 人 位 于 响应 曲线 上 点 1 与 点 3 之 间 的 部 分 是 从 来 没有 被 通过 , 而 被 看 成 是 不 稳定 
的 。 究 竟 系 统 通过 点 4 与 点 1 间 的 弧 线 还 是 点 2 与 点 3 间 的 弧 线 决定 于 系统 在 进入 两 段 
泊 呈 之 前 到 底 位 于 亏 _ 支 上 ,而 在 通过 了 这 两 段 弧 线 的 任 一 段 后 跳跃 就 发 咎 了 。 无 阻尼 
系统 也 会 发 生 从 点 3 到 点 4 的 跳跃 。 但 无 阻尼 系统 没有 对 应 于 从 点 1 到 点 2 的 跳跃 。 阻 
尼 质 量 - 软 弹簧 系统 也 会 发 生 跳 跃 现 象 , 只 是 振幅 的 跳跃 发 生 在 相反 的 方向 。 











8.8 次 谐 波 响应 与 组 合 谐 波 响应 


当 一 个 简 谐 激励 作用 在 一 个 线性 振子 时 ,响应 是 谐 波 的 ,并 且 有 与 激励 相同 的 频率 。 
在 8.7 节 中 盖 明 了 如 果 一 个 质量 - 非 线 性 弹簧 系统 ,例如 杜 芬 方程 所 描写 的 系统 ,对 于 一 
个 给 定 的 谐 波 激励 的 响应 是 周期 的 ,那么 响应 的 基 频 等 于 线性 化 系统 的 固有 频率 ,而且 必 





| 294 和 机械 振 动 
然 也 等 于 驱动 频率 。 可 以 证 明 , 在 某 种 情况 下 杜 芬 方程 还 有 另 一 个 周期 解 ,其 基 频 等 于 驱 
动 频率 的 三 分 之 一 。 
考虑 方程 





工 十 六 一 一 so:(aor 十 pr) 十 FecosPi (e 1) (8.8-1) 
这 里 下 不 需要 是 小 量 。 否 则 ,方程 就 与 式 (8.7-5) 一 样 了 。 因 为 非 线 性 是 由 于 x 的 三 次 
项 引起 的 ,为 了 探讨 式 (8. 8-1) 有 具有 基 频 为 w= 二 0/3 的 周期 解 的 可 能 性 。 令 这 个 解 的 形 








式 为 
Xt) = xolt) + eri(t) te rt) 十 … (8. 8-2) 
把 解 (8.8-2) 代 入 式 (8. 8-1), 令 所 得 方程 两 边 e 同窗 项 的 系数 相等 ,得 到 方程 组 
0 十 (2) = Fecos 0Q1 
.. QO /QA , 
六 十 ( 写 ) 1 一 (号 ) (aro + Bro) (8.8-3) 
廊 。 十 (号 ) 2 一 一 ~ + 3Brix1) 
方程 组 可 以 循序 地 求解 ,其 中 x;(2) (i 二 0,1,2,…) 服 从 周期 性 条 件 
人 -一 二 一 
(044 an) (2 (i = 0,1,2,.…) (8.8-4) 
以 及 初始 条 件 
Z(0) 一 0 (=0,1,2,.) (8. 8-5) 
考虑 适当 的 初始 条 件 ,方程 组 (8.8-3) 的 第 一 式 的 解 就 成 为 
(CD = Avcos 9 Scos Q1 (8.8-6) 


把 解 (8. 8-6) 代 入 方程 组 (8. 8-3) 的 第 二 式 , 并 且 应 用 三 角 关 系 2cos gcos 8 一 cos(a 十 B) 十 
cos(a 一 B) ,得 


一 

























开 问 -ei 攻 ) me 
TAA, a (A ' 8 jos 4 十 本 (这 ) os 
-6( 路 ) eos 301| (8.8-7) 


为 避免 形成 长 期 项 , 式 (8. 8-7) 等 号 右边 的 cos Qi/3 的 系数 必须 为 零 ,由 此 给 出 A 的 二 次 
方程 
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2 9F | 9F \: | 4 a _ 
有 一 0 (8.8-8) 
上 式 有 根 
_19F 1 9F\” /9FY 16¢a 
+2 VE) sa ) 3 8 《8 3 9) 


因为 根据 定义 A, 是 实数 , 式 (8.8-1) 具 有 基 频 为 273 的 周期 解 , 所 以 只 有 当 


9F\ 16 ¢@ 
7 (B67 ) 3 8 
时 才 有 可 能 。 如 在 式 (8.7-26) 中 令 o=Q/3, 则 得 到 关系 式 





宇 0 (8. 8-10) 


2 =- 2( 避 一生) (8.8-11) 
央 而 不 等 式 (8. 8-10) 化 为 
2 > [+ (5) | (8. 8°12) 


因此 ,如 果 0Q 满足 不 等 式 (8. 8-12), 那 么 式 (8. 8-1) 人 允许 有 一 个 具有 基 频 为 0/3 的 周 
期 解 。 

频率 为 驱动 频率 的 分 数 的 振动 称 为 次 谐 波 。 因此 无 阻尼 杜 芬 方程 即 方程 (8. 8-1) 允 
许 有 一 个 基 频 为 2/3 的 次 谐 波 。 这 个 次 谐 波 解 称 为 三 次 谐 波 。 而 且 必 须 指 出 ,次 谐 波 解 
的 次 数 与 非 线性 项 的 寡 次 相符 。 

当 一 个 线性 振子 受到 两 个 不 同 频率 ,譬如 Q, 与 0: 的 谐 波 强迫 函数 激励 , 它 的 响应 是 
频率 为 激励 频率 Di 与 Q2; 的 两 个 谐 波 分 量 之 合 加 。 与 此 相反 ,如 果 一 个 质量 - 非 线 性 弹 自 
系统 受到 两 个 不 同 频率 2, 与 9: 的 谐 波 强迫 激励 ,那么 响应 除了 包含 频率 为 Q, 与 0Q; 的 整 
数 倍 的 谐 波 分 量 外 ,还 包含 频率 为 Q 与 Q; 的 线性 组 合 的 谐 波 分 量 ,这 里 所 得 谐 波 的 类 型 
决定 于 非 线性 项 的 性 质 。 为 证 实 这 个 论断 ,考虑 如 下 的 杜 芬 方程 

二 wxr—=—eBor TFicos ftt+ Fcosflt (e 1) (8.8-13) 
上 式 与 式 (8.8-1) 的 差别 只 是 在 于 a==0 与 & 三 和 三 pui。 当 然 , 这 个 激励 现在 包含 两 个 
不 同 频率 2, 和 90: 的 简 谐 激励 。 假 设 解 的 形式 为 式 (8.8-2) ,可 得 到 方程 组 
六 十 To 一 | 





十 wri 一 一 有 

- (8.8-14) 
并 。 十 wx 一 一 3pB zi 
它们 可 依次 求解 。 为 方便 起 见 , 要 求 x,(2) (i 一 0,1,2,…) 满 足 初始 条 件 (8. 8-5)。 为 了 阅 
明 存 在 着 其 频率 不 但 是 Q21 与 02: 的 整数 倍 , 而 且 是 0 与 0: 的 线性 组 合 的 谐 波 解 ,可 以 不 
考虑 齐 次 解 。 因 此 ,方程 组 (8. 8-14) 的 第 一 式 的 解 可 以 写 为 
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Tolt) = Gicos (t+ Gcos {1 (8.8-15) 
此 式 表 示 谐 波 振子 对 两 个 谐 波 激励 的 稳 态 响应 ,其 中 
、 F 、 F, 
(7 二 人， 一 一 一 一 一 8.8-16 
: wi — {21 wo 一 人 3 ) 


把 解 (8. 8-15) 代 入 方程 组 (8. 8-14) 的 第 二 式 , 再 应 用 公式 2cos acos B= cos(a 十 B) 
十 cos(a 一 B) ,得 到 
二 wx = Hcos (ht Hcos {i 
十 Hy[cos(20) 十 Or 十 cos(20 — 0Q;)1] 
十 再,EcosCQ 二 20. 十 cos(CO — 20;)1] 





十 H;cos 301 十 Hecos 30,1 (8.8-17) 
式 中 
H, =— BG (Gt + 2G8) 
3 、 2 2 
H, = B20 十 GG;) 
H, —— FBGiG, 
3 (8.8-18) 
H; =— PG 
1 时 
H;: 三 一 Th 
1 
Hs, = fh 





根据 式 (8.8-17) 的 右边 的 性 质 ,显然 解 zx (1) 有 频率 为 2 0: 20; 土 02; ,021 二 2022 ,3021 与 
3Q; 的 谐 波 分 量 。 因 此 ,与 线性 系统 相反 ,由 式 (8. 8-13) 描 述 的 质量 - 非 线 性 弹 赞 系 统 的 
响应 不 但 包含 频率 为 21 与 02; 的 谐 波 分 量 ,而 且 包 含 频率 为 3Q1 与 3Q2; 的 较 高 次 的 谐 波 和 
频率 为 2Q1 土 人 2; 与 Q1 土 202; 的 谐 波 ,后 者 称 为 组 合 谐 波 , 由 于 较 高 次 的 谐 波 项 与 组 合 谐 波 
项 只 出 现在 第 一 次 分 量 x107) ,而 并 不 出 现在 零 次 解 xo(2) ,所 以 一 般 来 说 它们 在 量 值 上 
小 于 包含 频率 (等 于 驱动 频率 0 与 02;) 的 谐 波 项 。 然 而 当 频 率 2Q1 士 D: ,Qi 土 202; ,3Q1 与 
3f2: 中 有 一 个 值 位 于 wo 的 邻近 时 预期 会 有 较 大 的 振幅 。 

应 该 指出 ,频率 2Q1 土 人 2; ,0Q1 土 2022 ,30, 与 3Q2; 是 式 (8.8-13) 所 特有 的 ,因为 这 个 非 线 
性 项 是 x 的 三 次 方 。 对 于 具有 不 同类 型 的 非 线 性 系统 ,将 得 到 不 同 的 较 高 次 频率 和 组 合 
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前 面 各 章 讨论 的 振动 ,其 激励 和 响应 都 是 时 间 的 确定 函数 。 但 自然 界 和 工程 中 大 
量 振动 现象 都 是 非 确定 性 的 。 对 于 确定 振动 ,可 用 数学 分 析 方 法 和 微分 方程 来 描述 。 
应 用 确定 振动 的 理论 与 方法 ,曾经 解决 了 许多 工程 实际 中 的 振动 问题 ,并 得 到 了 满意 
的 结果 。 但 是 ,对 自然 界 和 工程 实际 中 的 许多 物理 现象 的 观测 和 分 析 表 明 任 何 观察 数 
据 都 可 分 为 确定 性 和 不 确定 性 两 大 类 。 在 模拟 和 预测 许多 振动 现象 的 特性 时 ,其 数据 
往往 是 随机 的 。 例 如 ,车 辆 因 路 面 的 高 低 不 平 ,工程 机 械 因 不 同 的 工作 环境 ,飞行 器 因 
大 气 淇 流 , 地 面 上 的 结构 物 因 地 震 ,船舶 因 不 规则 的 波浪 ,切削 刀具 、 刀 架 因 工件 的 四 
凸 表面 ,发 电机 因 不 确定 的 风力 .水流 , 轧 钢 因 钢 乌 的 温度 随机 变化 等 不 确定 性 作用 而 
引起 的 系统 振动 。 在 这 些 情况 下 ,激励 都 是 不 确定 的 、 不 可 预 估 的 。 显然 ,这 些 振动 问 
题 仅 用 数学 分 析 方法 和 微分 方程 是 不 能 给 出 正确 结论 的 ,也 就 是 说 这 些 问题 不 能 用 确 
定性 函数 来 描述 。 当 系统 的 振动 情况 不 可 能 用 一 个 明确 的 函数 表达 式 来 描述 ,并 且 根 
据 以 往 的 数据 也 无 法 确切 地 预测 将 来 的 振动 情况 ,只 有 用 概率 统计 方法 来 研究 的 这 种 
非 重 现 性 机 械 或 结构 系统 的 特性 时 ,这 种 振动 称 为 随机 振动 。 严 格 地 说 ,自然 界 和 工 
程 中 大 量 的 实际 问题 都 是 随机 的 ,所 以 很 有 必要 来 研究 随机 振动 问题 ,随机 振动 虽 不 
具有 确定 性 ,但 仍 可 利用 概率 统计 的 方法 研究 其 规律 性 ,随机 振动 的 数学 描述 为 随机 
过 程 。 目 前 ,在 土木 .机 械 、 交 通 运输 .航空 航天 、 生 物 、 海 洋 、 核 工程 等 领域 内 ,对 随机 振 
动 问题 已 经 作 了 大 量 的 研究 ,形成 了 许多 精确 的 或 近似 的 分 析 方法 和 理论 。 本 章 将 首先 
简略 地 讨论 随机 过 程 的 统计 特性 。 对 激励 与 响应 的 统计 特性 相互 关系 的 研究 是 随机 振动 
的 重要 内 容 。 在 介绍 工程 中 几 种 典型 随机 振动 问题 之 后 ,本 章 着 重 讨论 线性 单 自 由 度 和 
多 自由 度 系统 以 及 连续 系统 在 单个 和 多 个 随机 激励 下 的 响应 。 
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9.1 随机 过 程 的 统计 特性 


1. 平稳 过 程 和 遍历 过 程 

随机 过 程 是 大 量 现象 的 数学 抽象 ,理论 上 是 由 无 限 多 个 无 限 长 的 样本 组 成 的 集合 。 
在 同样 条 件 下 重复 同样 的 试验 , 因 各 种 因素 的 变化 与 不 同 ,或 并 未 全 面 考虑 其 影响 因素 等 
原因 ,一 般 试验 结果 各 不 相同 。 例 如 ,在 同样 道路 同样 车 速 条 件 下 进行 次 汽车 道路 试 
验 , 记 录 下 汽车 司机 的 铝 垂 加 速度 的 一 系列 时 间 历 程 x (1) (4 二 1,2,…,n)。 每 次 记录 称 
为 一 个 样本 浮 数 ,样本 的 数目 ”必须 很 大 ,理论 上 应 有 无 限 多 个 。 随 机 过 程 是 所 有 样本 函 
数 的 集合 , 记 为 X(bO( 图 9.1-1)。 在 任 一 采样 时 刻 方 ,随机 过 程 的 各 个 样本 值 都 不 相同 ， 
构成 一 个 随机 变量 XCGn)。 各 个 re) 值 之 所 以 不 同 ,是 由 于 路 面 的 不 规则 性 等 许多 不 
确定 因素 影响 的 结果 ,对 于 随机 过 程 的 研究 兴趣 不 在 于 样本 函数 本 身 ,而 在 于 总 体 的 统计 
特性 。 例 如 ,随机 过 程 X(2) 在 瞬时 的 集合 平均 值 和 Cn ) ,或 简称 为 均值 ,也 称 为 数学 期 
望 ,定义 为 


£1) = ELXG)] = lim T Dak) (9.1-1) 
人 k=l 


X(T 


A 
CO em 
了 
7 
7 
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式 中 以 符号 玉 表 示 集 合 平均 。jp (1) 一 般 与 时 刻 二 有关。X 针 (7) 在 志和 二 十 t 时 刻 构成 两 
个 随机 变量 了 (4 ) 和 XX(4i 十 z) ,对 各 样本 x (ti) 和 x(t 十 7) 的 乘积 取 集 合 平均 ,得 到 
Rtsti 二 7) 一 ELXCODIXCN 十 rr) 





Te 
=lim 7 On rt 十 (9. 1-2) 


R, (ti ,ti 十) 称 为 随机 过 程 X(2) 在 二 和 十 t 寺 刻 的 自 相 关 晴 数 , 它 既是 时 间 差 [的 函 
数 , 也 与 时 刻 有关 。 
随机 过 程 可 以 根据 其 统计 特性 是 否 随 采样 时 间 ( 或 随时 间 轴 起 点 的 选取 ) 而 变化 来 进 
行 分 类 。 统 计 特 性 依赖 于 采样 时 刻 的 过 程 , 称 为 非 平稳 过 程 ( 亦 称 非 定常 过 程 )。 反 之 , 统 
计 特 性 不 依赖 于 采样 时 刻 的 过 程 , 称 为 平稳 过 程 ( 亦 称 定常 过 程 )。 也 就 是 说 ,如 果 随 机 过 
程 Xi 的 均值 和 自 相 关 困 数 与 采样 时 刻 闪 无关 , 则 称 随机 过 程 为 ( 弱 ) 平 稳 过 程 , 对 于 
〈 弱 ) 平 稳 过 程 ,均值 为 常数 
M(t) = (9. 1-3) 
而 自 相 关 函 数 仅 依赖 时 间 差 + 
Ri 7) = R,(r) (9.1-4) 
当 遍 及 随机 过 程 X(CDO 的 所 有 可 能 的 平均 都 与 采样 时 刻 所 无 关 时 , 则 称 随 机 过 程 为 ( 强 ) 平 稳 
过 程 。 在 很 多 实际 应 用 中 ,如 果 弱 平稳 性 成 立 ,就 可 以 假设 其 强 平 稳 性 成 立 。 实 际 上 ,高 斯 
(Gauss) 随 机 过 程 就 属于 这 种 情况 。 有 鉴于 此 ,以 后 将 不 区 分 二 者 ,而 简单 地 称 为 平稳 过 程 。 
在 特殊 的 情况 下 ,可 能 从 各 个 样本 得 出 的 统计 特性 都 是 等 同 的 ,这 时 ,从 任何 一 个 样本 
得 出 的 时 间 平 均 特 性 就 等 于 集合 平均 特性 , 即 集合 平均 与 时 间 平 均 相 等 。 可 见 , 如 果 平 稳 随 
机 过 程 的 均值 和 白 相 关 函 数 可 以 用 任何 一 个 充分 长 的 样本 函数 的 时 间 平 均值 来 计算 , 即 


1 
六 一 Jim 于 | mo0d (9.1-5) 
1 f72 
R,(r) = lim 于 | Cr 十 rr)dt (9.1-6) 
Tr TY ri 


则 称 此 平稳 过 程 为 遍历 过 程 。 随 机 过 程 的 遍历 性 对 于 工程 计算 十 分 重要 ,因为 它 为 根据 
实测 的 少量 样本 咕 数 来 估计 此 随机 过 程 的 统计 特性 提供 理论 依据 ,但 要 在 实践 中 验证 志 
历 性 条 件 十 分 困难 ,只 能 根据 过 程 的 物理 性 质 , 先 假定 有 遍历 性 , 待 有 了 足够 的 数据 以 后 
再 去 检验 假定 的 正确 性 。 应 该 指出 ,任何 遍历 过 程 -一 定 是 平稳 过 程 ,但 是 平稳 过 程 则 未 必 
是 遍历 过 程 。 以 下 讨论 的 随机 过 程 都 假定 是 平稳 的 和 遍历 的 。 


2. 概率 密度 函数 


前 面 已 经 提 到 ,随机 现象 无 法 用 时 间 的 确定 函数 来 描述 ,因为 它 在 每 一 时 刻 的 取 值 都 
是 随机 的 。 因 此 ,对 于 随机 现象 最 完整 的 统计 描述 是 概率 统计 理论 。 














300 | 抽 械 振动 








(1) 一 维 概率 密度 函数 
一 个 平稳 随机 过 程 X(7), 当 时间 “上 为 给 定 值 时 就 成 为 随机 变量 ,利用 各 样本 函数 的 
合计 算 此 随机 变量 不 大 于 某 个 特定 值 r 的 概率 , 记 为 P-LX(COD 委 zj]。 当 > 值 变 化 
时 可 定义 函数 








PCr) = PLX() x] (9.1-7) 
称 为 概率 分 布 函 数 , 如 图 9.1-2(a) 所 示 。P(Cxr) 为 
单调 升 曙 数 , 具 有 下 列 性质 
(a) 忆 ( 一 co) 一 0 
os (9.1-8) 
所 PCco) 一 1 


定义 - - 维 概率 密度 函数 为 
P(ri+Ax)— P(x) _ dP(x) 
Arz dt 

(9.1-9) 
在 几何 上 上 ,p(x) 表 示 概 率 分 布 消 数 P(r) 的 切线 
斜率 。X(1) 的 值 在 x; 和 x; 之 间 的 概率 可 用 概率 
密度 函数 表示 为 (图 9. 1-2(b)) 

Pr ri) | oemdz (9.1-10) 


从 式 (9.1-8) 和 图 9.1-2 得 出 ,p(x) 曲 线 与 x 轴 之 间 的 、 对 应 于 幅度 增 量 Az 的 面积 等 于 
对 应 于 相同 增 量 的 P(xz) 的 变化 。 概 率 分 布 哺 数 也 可 定义 为 





(b) pl) = lim 














P(x) = | pr) dx (9.1-11) 
概率 密度 函数 具有 下 列 性 质 
pr) 三 0， limp(a) = 0， | pz)dz 1 (9. 1-12) 


从 随机 变量 的 概率 分 布 出 发 ,可 以 确定 一 系列 统计 特性 。 考 虑 随机 变量 XX(1) 的 一 个 单 值 
连续 函数 5Cz) ,根据 定义 g(x) 的 均值 为 


us = g(x) = ELg(x)] = | E(xX)Pp(lr)dr (9.1-13) 
在 g(x) 二 X 的 特殊 情况 下 ,X 的 数学 期 望 人 ,= 和 可 以 用 概率 密度 函数 p(x) 定义 为 
jr == EX]= | xp (x)dr (9. 1-14) 


即 随机 变量 Xia) 的 一 次 矩 , 其 几何 意义 为 p(x) 曲 线 与 x 轴 所 围 面 积 形 心 的 x 坐标 
(图 9.1-2Cb))。 式 (9.1-6) 定 义 的 自 相关 哺 数 是 描述 随机 变量 在 不 同时 刻 之 间 相 关 程 度 
的 统计 量 。 当 r=0 时 ,随机 过 程 X(2) 与 其 自身 是 完全 相关 的 ,这 时 自 相 关 函 数 R.(0) 称 
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为 随机 过 程 的 均 方 值 , 记 为 多 
R= ELX’]=| pt)dz (9. 1-15) 


即 随机 变量 X(0) 的 二 次 矩 ,而 将 $8. 二 V 琴 称 为 均 方 根 值 。 若 X(t) 表示 位 移 、 速 度 或 电 
流 , 则 均 方 值 相应 地 与 系统 的 势能 .动能 或 功率 成 比例 。 因 此 可 以 认为 均 方 值 是 平均 能 量 
或 功率 的 一 种 测度 。 

方差 是 另 一 个 重要 的 统计 量 ,定义 为 


= E[(X—X):|]= | (rj) plr)dr = Cp (9.1-16) 


即 随机 变量 X(D 相 对 于 均值 的 二 次 中 心 矩 。 若 XX (1) 为 随机 振动 过 程 , 则 均值 py 表示 静 
态 分 量 ,均值 的 平方 : 表示 静态 分 量 的 能 量 ,方差 表示 动态 分 量 的 能 量 。 当 均值 为 堆 
时 ,方差 等 于 均 方 值 。 而 o, = Va 称 为 标准 差 。 

(2) 联合 概率 密度 函数 

其 实 前 面 只 给 出 了 单个 随机 变量 的 一 维 概率 分 布 和 概率 密度 。 对 于 随机 过 程 来 说 ， 
它 的 任何 一 个 样本 函数 在 整个 时 间 历 程 上 都 是 随机 的 。 也 就 是 说 ,在 各 个 不 同 的 采样 时 
刻 得 到 不 同 的 随机 变量 。 因 此 ,必须 考察 多 个 随机 变量 的 联合 概率 分 布 (或 概率 密度 )。 

设 有 两 个 随机 过 程 X(t) 和 Y(7) ,在 给 定时 刻 1 构成 两 个 随机 变量 。 它 们 同时 满足 
XCD<z 和 Y(D) 扫 y 的 概率 P,[X() 过 x,Y(1) 达 yj] 称 为 联合 概率 分 布 晒 数 , 记 为 P(x,y) 


PCzrzyy) = P,[X(D) Sr,Y() Sy] (9.1-17) 
也 可 定义 联合 概率 密度 函数 p(x,y) ,使 满足 
P(x,y) = | 下 plrsy) dydr (9. 1-18) 


xi<XCOD< rs 和 <Y(COD< 罗 同时 成 立 的 概率 为 


P(r reir, yy = | [pir dydr (9.1-19) 


i 


可 用 曲面 所 围 成 的 一 部 分 体积 表示 (图 9. 1-3)。 
联合 概率 密度 函数 有 以 下 性 质 
plx,y) 宇 0 
| | pir drdy 一 1 


(9.1-20) 
plr) = | PCzyy)dy 





py = | phar dr 
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pxryy) = pr)ply) (9.1-21) 
则 称 六 (1 和 YY(7) 为 统计 独立 。 
随机 变量 X(1) 和 Y(1) 的 实 连续 涡 数 g(r,y) 的 数学 期 望 或 均值 可 寄 示 为 
ELg(x,y)] 一 | gry plr,y) dydr (9. 1-22) 
当 g(ryy) 二 (x 一 jp)(y 一 1,) 时 , 它 的 期 望 值 称 为 x 和 yy 之 间 的 协 方差 , 记 为 C,, ,为 
Cy =E[L(x Lr) (Cy AD) 





=| | (rT—p)(y— pp) pr, ydydr 


= ELxyj]— pp, 《9. 1-23) 
定义 以 下 标准 化 的 量 , 称 为 相关 系数 ,有 


py 二 go. (9. 1-24) 
可 以 证 明 
一 1 上 1 委 o 委 1 (9. 1-25) 
若 有 
ELXY = ELXJELY] (9. 1-26) 
则 称 随机 变量 X 和 YY 是 不 相关 的 ,这 时 有 
Cn=0, p»=0 (9.1-27) 


两 个 统计 独立 的 随机 变量 一 定 是 不 相关 的 ,但 是 不 相关 的 随机 变量 尽管 可 以 是 、 却 不 一 定 
是 统计 独立 的 。 

(3) 正 态 过 程 

在 随机 振动 中 最 常见 的 一 类 随机 变量 的 分 布 孙 数 为 正 态 分 布 ,也 称 为 高 斯 (Gauss) 
分 布 。 它 的 一 维 概率 密度 函数 可 以 表示 为 

pp 一 (9. 1-28) 
V2ra， 

式 中 六 为 均值 ,ac. 为 标准 差 。 一 维 概率 密度 羡 数 p(x) 是 对 称 于 通过 六 的 垂直 轴 的 一 种 
钟 形 分 布 曲 线 ( 图 9. 1-4)。 由 于 标准 差 c. 是 相 
对 于 均值 wx 的 分 散 度 的 一 种 度量 ,因此 c 愈 大 
曲线 愈 平坦 ,x 的 值 在 yp, 左右 分 布 愈 分 散 .。 
p(X) 在 无 限 域 上 的 积分 等 于 1, 但 在 jy. 的 30, 邻 
域内 的 积分 等 于 0.9973, 接 近 为 1, 也 就 是 说 , 正 
态 分 布 的 随机 变量 在 (一 30, ,36o,) 区 间 外 取 值 的 
概率 为 0.27%。 因 此 工程 中 常 将 随机 变量 在 均 
值 附 近 的 变化 范围 取 为 士 3c- 。 























两 个 随机 变量 X 和 YY 的 二 维 联合 正 态 概 率 密度 国 数 为 


1 二 os) (SE) (52) (9.1-29) 
2raG， vi 到 


若 相 关系 数 p., = 二 0, 则 式 (9.1-29) 简 化 为 








plx,y) = 


2 2 
a 1 ty py 


ce a = p(r)p(y) (9.1-30) 








p(x,y) = 


© 


1 
2n0, ” V2no, 
可 见 当 随机 变量 X 和 Y 服从 二 维 正 态 分 布 时 ,不 相关 即 意味 着 统计 独立 。 
正 态 分 布 是 比较 简单 ,也 是 研究 得 相当 充分 的 一 种 分 布 函数 。 正 态 分 布 在 理论 分 析 
中 极为 重要 ,在 实践 中 如 果 影 响 随机 变量 的 因素 很 多 , 且 每 一 种 因素 的 影响 都 很 小 ,就 可 
以 近似 地 认为 这 个 随机 变量 是 正 态 分 布 。 对 于 正 态 分 布 的 随机 变量 ,只 要 给 出 均值 和 二 
次 矩 ,其 概率 密度 函数 就 可 根据 式 (9.1-28) 和 式 (9.1-29) 完 全 确定 。 
当 随 机 过 程 在 每 个 给 定时 刻 的 随机 变量 均 为 联合 正 态 分 布 时 ,就 称 此 随机 过 程 为 正 
态 过 程 或 高 斯 过 程 。 正 态 过 程 有 以 下 特点 : 
@ 许多 自然 现象 可 以 用 正 态 过 程 来 近似 地 描述 
@) 正 态 过 程 的 线性 变换 仍然 是 正 态 过 程 。 
@ 只 需要 知道 正 态 过 程 的 一 次 矩 与 二 次 矩 ,就 可 以 确定 它 的 概率 密度 
这 些 特点 为 随机 振动 的 研究 带 来 很 大 的 方便 。 首 先 , 随 机 振动 的 许多 激励 源 ( 如 大 气 
消 流 .海浪 、 路 面 等 ;都 可 以 视 为 正 态 过 程 。 其 次 ,从 第 二 个 特点 可 知 ,对 于 常 参 数 线性 系 
统 , 当 输入 是 正 态 过 程 时 ,输出 也 一 定 是 正 态 过 程 。 因 此 当 一 个 线性 系统 的 激励 为 正 态 过 
程 时 ,其 响应 也 必 为 正 态 过 程 。 再 者 , 当 系 统 的 输入 .输出 都 是 正 态 过 程 时 ,只 要 确定 了 它 
们 的 均值 .方差 . 协 方差 ,就 能 完全 确定 它们 的 统计 特性 。 即 正 态 过 程 的 高 次 矩 可 由 均值 
二 次 矩 导出 。 设 ;二 0, 则 有 
Elx*(t)]=1xX3xX5XxX. Xx (2n— DD{ELzr CD 入 (9.1-31) 
证 明 过 程 从 略 。 


3. 相关 函数 


设 同一 随机 过 程 的 两 个 状态 对 应 的 随机 变量 为 X(1) 和 X(t;) 一 X(ti 十 7) ,其 联合 概 
率 密度 困 数 为 记 Czlyzzyr)， 则 自 相 关 函 数 为 


及 Cr) 一 ELXCDXC 二 r)] 一 | | XI1X2 pTX1 ,Ts T) dr drs (9.1-32) 


可 见 , 自 相关 函数 描述 了 随机 振动 的 一 个 时 刻 的 状态 与 男 一 个 时 刻 的 状态 之 间 的 依赖 关 
系 ,表示 两 个 状态 之 间 的 相关 程度 。 

自 相 关 函 数 有 以 下 性 质 ( 证 明 从 略 ) : 

(1) R, (zt) 二 R,( 一 z), 自 相关 函数 是 时 间 差 + 的 偶 函 数 。 
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(2) R,(0) 一 ELX’]== 玫 ,时 间 差 7 为 零 时 的 自 相 关 函 数 就 是 均 方 值 。 

(3) 民 Rnr<R. CO) 时间差 rz 为 零 时 随机 过 
程 的 自 相 关 程 度 最 大 。 

(4) limR,() 二 pw， 自 相关 函数 为 时 间 差 t 
的 衰减 也 数 , 当 rt 一 吕 时 趋 于 均值 的 平方 
(图 9.1-5)。 

设 有 两 个 平稳 随机 过 程 X(t 和 YY(1) ,它们 
之 间 相 隔 时 间 差 + 的 相关 性 由 互相 关 函 数 描述 ， 














定义 为 


R,,(r) 一 下 [XGOYCC 二 r)] 王 | | Xiy pr yz TT) dr dy (9.1-33) 


R(t) = EL[Y() XU 0] = | | rey pris yr) drdy (9. 1-34) 
式 中 下 标 1 表示 在 时 刻 1 的 取 值 ,下 标 2 表示 在 时 刻 t+z 的 取 值 。 
互相 关 吗 数 有 以 下 性 质 ( 证 明 从 略 ): 
(1) R Cr) 为 非 奇 . 非 偶 函数 ,但 有 R,, (7) 二 Rs,( 一 7) ,或 Ri,( 一 Tt) 二 R(T)。 
(2) [R(T) :SR, (0)R,(0), 
(3) Rs (0)=E[X()X()]=0。 


性 质 (3) 表 明 平 稳 随机 过 程 XGO 和 它 的 导数 过 程 XQ) 在 同一 时 刻 互 不 相关 。 


4. 功率 谱 密度 函数 

相关 函数 给 出 随机 过 程 在 时 间 域 内 的 统计 特性 ,而 功率 谱 密 度 则 是 在 频率 域内 表示 
随机 振动 过 程 在 各 频率 成 分 上 的 统计 特性 。 在 不 同 的 场合 ,两 者 各 有 所 长 ,相辅相成 。 总 
的 来 说 ,由 于 系统 的 输入 .输出 功率 谱 之 间 的 关系 式 较为 方便 ,所 以 人 们 往往 更 多 地 采用 
频 域 分 析 。 

定义 平稳 随机 过 程 X(Cb 的 功率 谱 密度 函数 为 自 相 关 范 数 R,(7r) 的 依 里 叶 变 换 , 即 

S,(w) = | R,(De wdr (9. 1-35) 
其 道 变 换 为 
1 


R.(r) = | S,(w)e”' dw (9.1-36) 
2 . 


以 上 两 式 构 成 人 有 里 叶 变 换 对 。 式 (9.1-35) 的 积分 存在 条 件 为 R(7) 绝 对 可 积 , 即 
| [RD | dio (9.1 37) 
由 于 自 相 关 沁 数 的 衰减 性 ,此 条 件 自然 满足 。 平 稳 随机 过 程 X(t) 本 身 不 满足 绝对 可 积 的 
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条 件 , 因 此 不 能 直接 进行 傅 里 叶 变 换 。 
令 式 (9.1-36) 中 z= 二 0, 得 到 随机 过 程 的 均 方 值 


二 R,(0) = 元 | S,(w)dw (9.1-38) 
2rJ」 . 


可 见 S,(w) 表 示 随 机 过 程 的 均 方 值 在 频率 域内 的 分 布 密度 。 由 于 在 电学 中 电压 或 电流 的 
平方 与 功率 成 正比 ,因此 将 S,(w) 称 为 功率 谱 密度 葬 数 ,或 简称 自 谱 。 功 率 谱 密 度 函 数 表 
示 一 个 连续 谱 。 在 随机 振动 中 S,(w) 表 示 能 量 在 各 角 频 率 上 的 分 布 密 度 。 根 据 物理 意义 
推 知 S.Cw) 永 远 是 非 负 的 , 即 


Si(w) 三 0 (9. 1-39) 
由 于 尺 .(r) 为 偶 羡 数 , 式 (9.1-35) 可 写 为 
S,(w) 一 | Rn (cos wr — isin wr)dr = ?| R, (reos wrdr (9. 1-40) 
可 见 S.C(w) 也 是 w 的 偶 聘 数 。 与 此 类 似 , 式 (9.1-36) 可 写 为 
R Cr) = | S Co)cos wrdew (9.1-41) 


式 (9. 1-40) 和 式 (9.1-41) 称 为 维 纳 - 辛 钦 (Wiener-Khinchin) 方 程 。 
在 整个 频率 域内 定义 的 S,(w) 称 为 双边 功率 谱 。 工 程 中 实测 得 到 的 功率 谱 仅 对 w 的 


Go) 一 2S.(o) (0Zw<%) (9.1-42) 
计算 功率 谱 时 通常 用 频率 FCHz) 代 替 角 频率 w(rad/s), 上 式 可 写成 

G.(f) =2S.(CF) = 4rS (Cow) (9.1-43) 
相应 的 傅 里 叶 变 换 对 式 (9.1-35) 和 式 (9.1-36) 改 写 为 

SP) = | R (re sr dr (9.1-44) 

R_(r) = 过 | S, Cperwdf (9. 1-45) 

2TJ 
随机 过 程 X(1) 的 导数 过 程 六 (4) 的 功率 谱 密 度 可 以 证 明 为 
Si(w) = wS,(w) (9. 1-46) 

同样 有 

Sol) = w Si(w) = ww S,(w) (9.1-47) 


对 于 两 个 平稳 随机 过 程 X(t1) 和 Y(t), 也 可 利用 健 里 叶 变 换 定义 它们 的 互 功率 谱 密 
度 函 数 ,或 简称 互 谱 


S,(w) = | RDe dr (9.1-48) 
其 逆 变 换 为 
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R Cr) = 去 | Sw er dw C9. 1-49) 
互 谱 没 有 自 谱 那 样 明显 的 物理 意义 ,但 它 在 频率 域 上 讨论 两 个 平稳 随机 过 程 的 相互 联系 
时 也 具有 应 用 价值 。 
互 谱 有 以 下 性 质 ( 证 明 从 略 ) : 


(1) S,,(w) 是 复 聘 数 ,其 虚 部 不 等 于 零 。 

(2) S,,(w) 一 Sy,,( 一 w) 一 Si (w) ,Si;,(w) 是 S,,(w) 的 共 力 函数 。 
(3) |S,, (C0) 1SS, Co)S Co)。 

利用 此 性 质 可 定义 相干 溺 数 为 





， LS Co) | - 
六 (oo) 一 SC (9.1-50) 
且 有 
0 1 (9.1-51) 


S. 窄带 过 程 .宽带 过 程 和 理想 和 白 噪 声 


根据 功率 谱 密度 分 布 的 不 同 频率 范围 ,可 将 随机 过 程 区 分 为 窄带 过 程 和 宽带 过 程 。 
窗 带 过 程 包含 的 频率 成 分 集中 在 一 个 狭 窑 的 频带 上 ,功率 谱 密 度 函 数 具 有 尖峰 特性 ,并 只 
有 在 该 尖峰 附近 的 一 个 窗 频 带 内 功率 谱 才 取 有 意义 的 量 级 , 罕 带 过 程 的 最 极端 情形 是 相 
位 随机 变化 的 简 谐 波 。 随 着 z 的 增 大 ,其 相关 程度 减 小 得 较 缓慢 。 

宽带 过 程 包含 的 频率 成 分 很 丰富 ,分 布 在 较 宽 的 频带 上 ,带宽 至 少 与 其 中 心 频率 有 着 
相同 的 数量 级 ,功率 谱 密度 机 数 比较 平坦 ,因此 有 高 度 的 随机 性 。 宽 带 过 程 的 功率 谱 在 相 
当 宽 的 频带 上 取 有 意义 的 量 级 ,时间差 =* 稍 大 一 些 其 相关 程度 迅速 降低 。 宽 带 过 程 的 最 
极端 情形 是 理想 白 噪 声 , 它 的 谱 密度 是 均匀 的 并 且 具 有 无 限 的 带宽 。 

理想 白 品 声 这 一 数学 抽象 只 具有 理论 意义 , 央 为 在 无 限 的 带宽 上 具有 有 限 的 量 级 , 意 
味 着 该 随机 过 程 将 具有 无 限 大 的 能 量 , 工 程 中 的 实际 随机 过 程 频带 宽度 总 是 有 限 的 ,因此 
这 在 实际 中 是 不 可 能 得 到 的 。 实 际 的 随机 激励 源 往往 是 宽带 的 ,并 具有 大 致 均匀 的 分 布 ， 
但 带宽 却 是 有 限 的 ,这 类 过 程 常 称 为 限 带 白 噪 声 。 它 是 比较 接近 实际 的 模型 。 但 是 , 当 激 
励 频 带 足 够 宽 , 以 致 已 将 系统 的 所 有 固有 频率 覆盖 无 遗 时 ,将 该 激励 视 为 理想 白 噪 声 还 是 
可 取 的 ,因为 这 样 假设 便于 数学 处 理 . 

为 了 便于 比较 与 鉴别 ,对 四 种 典型 过 程 分 别 给 出 它们 的 时 间 历 程 样本 、 概 率 密度 、 自 
相关 函数 与 功率 谱 密 度 , 如 图 9.1-6 所 示 。 其 中 情形 (a) 对 应 于 相位 随机 变化 的 正弦 波 ， 
情形 (b) 对 应 于 窄带 过 程 ,情形 (c) 对 应 于 宽带 过 程 ,情形 (d) 对 应 于 理想 白 噪 声 。 第 一 种 
情形 的 概率 密度 曲线 呈 碗 形 。 后 三 种 情形 的 概率 密度 曲线 呈 钟 形 ,它们 接近 于 正 态 分 布 。 

极端 的 宽带 过 程 为 理想 月 噪声 ,其 功率 谱 密度 函数 为 常数 ,而 具有 无 限 宽频 带 , 在 数 
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R(T) So) 


























学 上 表示 为 
SW)=5 (yi) (9. 1-52) 
代入 式 (9. 1-38) ,得 到 的 能 量 为 无 限 大 ,因此 理想 白 噪声 实际 上 并 不 存在 。 若 在 足够 宽 
的 有 限 频 带 上 功率 谱 密 度 分 布 比较 均匀 , 则 可 将 此 过 程 近似 地 视 为 理想 白 噪声 以 简化 
计算 。 
将 式 (9.1-52) 代 入 式 (9. 1 36) 计 算 理想 白 噪 声 的 自 相 关 抑 数 ,得 到 
R (Cr) = s,( 冯 | edo) (9.1 53) 
可 以 证 明 式 (9.1-53) 中 的 括号 内 积分 式 等 于 狄 拉 克 (Dirac) 分 布 函 数 SCr)。 为 此 先 
将 6(r) 进 行 健 里 叶 变 换 ,得 到 
| snos xdr 一 1 (9. 1-54) 
然后 对 其 进行 道 变 换 ,得 到 


= 夫 | e” de (9.1-55) 
i ， 





308 。 机械 振动 


则 式 (9.1-53) 表 示 的 自 相 关 函 数 可 用 8S(Cr) 冰 数 表示 为 
一 00) (9.1-56) 
内 此 对 于 理想 白 噪声 ,即使 相隔 极 小 的 时 间 差 *, 彼 此 已 不 再 相关 ， 








9.2 随机 振动 的 实例 


作用 在 一 个 系统 上 的 动态 随机 载荷 , 当 它 只 作用 在 一 个 位 置 上 时 ,可 模型 化 为 一 个 随 
机 过 程 ; 当 它 作为 分 布 载荷 而 作用 存 系统 的 某 --- 给 定 长 度 或 面积 上 时 ,可 模型 化 为 一 个 随 
机 场 。 许 多 情形 下 ,常常 假定 激励 是 平稳 的 和 正 态 的 ,这 简化 了 表示 激励 的 相关 参数 的 测 
量 问题 ,也 简化 了 响应 的 预测 与 可 靠 性 的 判断 问题 。 在 许多 情形 下 ,激励 在 长 时 间 内 显然 
是 非 平稳 的 ,虽然 它 在 短 时 间 ( 这 个 时 间 与 动态 系统 的 响应 时 间 相 比 仍 是 长 的 ) 内 显得 是 
平稳 的 。 这 种 随机 过 程 ( 或 场 ) 称 为 拟 平稳 随机 过 程 (或 场 ), 可 用 短期 (局 部 ) 性 态 与 长 期 
(全 局 ) 性 态 来 描述 。 鉴 于 对 随机 场 进 行 广泛 测量 的 困难 ,所 采用 的 模型 中 常常 包含 一 些 
简化 假设 。 例 如 ,在 具有 两 个 空间 维 数 的 随机 场 情形 , 沿 某 一 方向 的 随机 变化 可 忽略 不 
计 , 或 假定 随机 场 是 各 向 同性 的 ,从 而 沿 任 -- 方 向 的 测量 就 可 用 来 推断 完全 的 二 维 随机 场 
的 性 态 。 随 机 振动 发 展 的 较 重要 领域 之 -…, 就 是 构造 随机 激励 的 更 合理 的 模型 。 


1. 在 止 凸 道路 上 行驶 的 车 辆 


一 般 的 路 面 或 轨道 的 不 平 度 是 无 规则 的 ,路 面 或 轨道 表面 的 随机 不 规则 性 对 在 它 
上 面 行 驶 的 车 辆 产生 动态 载荷 。 这 些 载荷 可 引起 乘客 的 不 舒适 ,也 可 引起 火车 出 轨 ， 
或 构成 对 车 辆 结构 完整 性 的 其 他 威胁 。 道 路 的 高 低 被 转换 成 对 以 一 定 速 度 在 道路 上 
行驶 的 车 辆 的 载荷 的 时 间 历 程 。 如 果 已 知 路 程 与 车 辆 的 速度 ,并 且 已 知道 路 表面 的 空 
间 互 相关 上 盟 数 ,作用 在 所 有 轮子 上 载荷 的 自 相 关 与 互相 关 谱 就 可 确定 。 在 目前 的 技术 
水 平 下 ,通常 是 沿 直线 路 径 进行 一 维 的 测量 。 所 得 的 道路 剖面 可 模型 化 为 局 部 均匀 的 
随机 过 程 ,用 波 数 谱 密 度 函 数 措 述 。 如 果 假 设 空间 各 向 同性 ,就 可 用 一 维 测 量 数 据 构 
造 出 二 维 随 机 场 模 型 。 
将 车 辆 简化 为 单 自由 度 质 量 - 弹 得 -阻尼 系统 ,由 于 路 面 不 平 引 起 接触 处 的 位 移 激励 
y(t1) ,动力 学 方程 为 
mr 十 迟 十 kr 二 c 沪 十 ky (9.2-1) 
实际 测量 表明 ,路 面 沿 纵向 路 程 s 的 不 平 度 h(s) 是 局 
部 均匀 的 .具有 零 均 值 的 .遍历 的 高 斯 随机 场 。 随 机 
场 与 随机 过 程 名 称 的 不 同 是 由 于 将 时 间 变 量 上 改 为 空 
图 9.2-1 间 坐 标 *, 时 间 频 率 w= 二 2x/T 也 改 为 波 数 y= 二 2x/%, 即 
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以 波长 * 代替 周期 工 。 相 应 地 ,平稳 过 程 改 称 为 均匀 随机 场 。 设 $ 为 路 程 差 , 则 路 面 不 平 
度 相 对 空间 的 自 相 关 晒 数 和 功率 谱 密 度 定 义 为 








R Ce) = ELh (Cs)h(s 十 6 (9.2-2) 
S, (7y) = | Ri Ce)e Ydé (9.2-3) 
当 车 辆 以 匀速 v 行驶 时 ,空间 与 时 间 之 间 有 以 下 转换 关系 
s=vt, €= vr, A=vIT, y= w/v (9.2-4) 
将 随机 场 h(s) 转 换 为 随机 过 程 Y(2) 一 hv) ,其 自 相 关 消 数 完全 相同 
R.(r) = R,(é) (9.2-5) 
利用 式 (9. 2-4) 推 导 随 机 过 程 与 随机 场 的 功率 谱 密度 之 间 的 关系 ,得 到 
S,(w) = | R,(re dr 一 二 | Re wde = LS,(y) (9.2-6) 
。-， VU . 也 


计算 波 数 功率 谱 密度 S, (7) 的 经 验 公式 为 
SC7) 一 ay“ (9.2-7) 
其 中 nx 一 1.5 一 2,a 根据 不 同等 级 的 路 面 不 平 度 作出 规定 。 将 式 (9.2-4) 中 的 y 代 和 人 后 得 
到 的 功率 谱 密 度 与 速度 v 有 关 
S,(w) = av" io” (9.2-8) 
若 将 车 辆 悬挂 装置 的 上 下 部 分 质量 分 别 考虑 , 则 可 将 车 辆 简化 为 两 自由 度 系 统 的 随 
机 振动 问题 。 若 分 别 考 虑 车 辆 前 后 轮 承 受 地 面 激励 ,也 可 将 车 辆 简化 为 在 对 称 平面 内 运 
动 的 刚体 ,归结 为 另 一 种 类 型 的 两 自由 度 系统 的 随机 振动 。 若 考虑 更 多 因素 ,包括 间 队 和 
干 摩擦 等 非 线 性 因素 , 则 车 辆 模型 可 更 为 复杂 ,于 程 中 多 用 等 效 线性 化 方法 分 析 其 统计 
特性 。 


2, 在 风浪 中 横 摇 的 船舶 

海洋 江河 的 风浪 是 船 舰 与 近海 平台 的 主要 设计 载荷 。 海 面 高 度 可 模型 化 为 二 维 拟 均 
匀 平 稳 随 机 场 。 通 常用 给 定 幅 值 与 频率 的 直 峰 行 波 来 描述 海面 。 在 确定 性 分 析 中 ,对 一 
种 海浪 假定 一 个 固定 的 波形 ,以 重要 波 高 与 波 周期 表示 。 用 一 个 (线性 或 非 线 性 ) 波 理论 
确定 在 所 考虑 的 船 舰 或 平台 邻 域 的 相应 流体 运动 ,再 用 一 个 (线性 或 非 线性 ) 水 力学 定律 
确定 作用 在 结构 上 的 载荷 。 在 随机 分 析 中 ,认为 海面 是 各 种 幅 值 与 频率 的 直 峰 波 的 合 加 ， 
以 一 个 波 高 的 谱 密度 函数 来 描述 。 可 假定 所 有 波 分 量 向 同一 方向 前 进 ,也 可 假定 向 不 同 
方向 前 进 , 然 后 以 一 方向 波谱 描述 。 通 常 所 用 的 波谱 模型 含有 依赖 于 海 况 的 参数 ,从 而 随 
机 场 的 长 期 性 态 由 一 个 主要 波 高 与 波 周期 的 联合 概率 分 布 来 描述 。 

开阔 海洋 面 上 风浪 的 波 高 在 同一 位 置 和 不 太 长 时 间 内 可 认为 是 零 均 值 的 平稳 高 斯 





310 | 和 机械 振动 








随机 过 程 。 关 于 波 高 功率 谱 密度 的 计算 ,国际 上 广泛 采用 的 公式 为 


Selw) 一 和 ep (9. 2-9) 
Cw 


式 中 a 一 8.1X10 gr,B 一 3.11/hia,g 为 重力 加 速度 ,hi 为 名 义 波 高 ,与 风速 有 关 。 从 
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图 9.2-2 





图 9.2-2 可 风 海 浪 能 量 主要 分 布 在 0. 1 一 0.6 Hz 之 间 。 
具有 零 速 的 船舶 在 横 浪 作用 下 的 响应 以 横 摇 为 主 。 列 
出 解 耦 的 横 摇 动力 学 方程 

;+c 二 kp 一 MO (9. 2-10) 
式 中 了 为 船舶 连同 水 的 附加 质量 在 内 的 转动 惯量 ,c 和 
k 分 别 为 粘 阻 系数 和 恢复 力矩 系数 ,M(z) 为 随机 波浪 产 
生 的 随机 激励 力矩 。M(t 的 功率 谱 密度 Sw (w) 与 波 高 
功率 谱 密 度 .船舶 的 吃水 深度 .尺寸 .形状 及 水 动力 学 
等 因素 有 关 。 因 而 船舶 在 随机 波浪 作用 下 的 横 播 问题 
归结 为 单 自 由 度 线性 或 非 线 性 系统 的 随机 振动 问题 。 
当 横 摇 幅 度 较 大 时 ,还 必须 考虑 恢复 力 挎 和 阻尼 力矩 
的 非 线 性 因素 。 当 横 揪 运动 与 船舶 其 他 运动 看 合 时 就 
成 为 多 自由 度 系 统 的 随机 振动 问题 。 


3. 地 震 载荷 作用 下 的 建筑 物 


对 于 许多 重要 的 建筑 物 ( 如 原子 能 反应 堆 , 水 坝 、 桥 梁 及 高 架 公路 等 ) 必 须 将 地 震 载荷 
作为 重要 的 设计 载荷 。 地 震 影响 区 内 每 一 点 上 的 地 面 运动 包含 三 个 方向 的 加 速度 ,该 运 


动 的 一 个 重要 特性 是 它 的 非 平稳 性 ,地 震 的 强 运 动 阶段 很 少 超 ,| 
过 半分 钟 。 在 建筑 规范 中 ,通常 用 单 自 由 度 的 “响应 谱 ” 规 定 设 P 一 
计 地 面 运动 ,这 简化 了 结构 物 的 设计 ,然而 对 更 复杂 的 系统 的 
设计 带 来 不 明确 性 。 在 探讨 性 研究 中 ,地 面 运动 曾 模型 化 为 
“等 效 ? 平 稳 随 机 过 程 , 以 确定 性 包 络 线 函 数 调制 的 平稳 随机 过 
程 ,以 及 非 平稳 过 程 的 其 他 表示 法 。 在 大 多 数 文献 中 ,规定 整 


XI 








个 基础 的 运动 为 均匀 的 地 面 运 动 。 > = 
地 震波 传 至 地 表 时 会 使 地 面 产生 铅 垂 方向 和 水 平方 向 的 os 
运动 。 水 平 运动 对 结构 的 破坏 作用 尤为 巨大 。 图 9.2-3 为 两 层 图 ?全 


楼 房 的 简化 模型 。 只 考虑 地震 加 速度 的 水 平分 量 之 。， 列 出 楼 房 相对 地 面 的 动力 学 方程 为 


Mi 十 c(i 一) 十 k(x 一 Xx) =— mr, 1 
| 


(9.2-11) 
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地 震 有 初 震 . 强 震 和 衰减 二 个 阶段 ,是 明显 的 不 平稳 随机 过 程 。 工 程 中 有 两 种 处 理 方法 。 
一 种 为 确定 性 方法 , 即 采 用 尽 可 能 接近 -- 次 强 地震 加 速度 fs 的 记录 作为 输入 , 计算 结构 
的 响应 。 但 不 能 保证 另 一 次 地 震 能 得 到 同样 结果 。 另 一 种 为 随机 振动 方法 , 即 探讨 地 震 
随机 过 程 的 一 般 规 律 , 强 震 阶 段 的 水 平分 量 常 视 为 零 均 值 平稳 高 斯 随机 过 程 。 如 卡 耐 - 
塔 基 米 (Kanai-Tajimi) 模 型 ,其 加 速度 的 功率 谱 密 度 为 

[1 二 4 (w/w ):]S, 
[1 Cw/w) 16 w/w ) 
式 中 参数 w, 和 &, 取 决 于 震源 至 地 面 的 介质 性 质 , 对 便 土 层 可 取 w 一 5x 和 6&4 二 0.6,S。 为 
常数 。 


Si (cw) 一 





(w >> 0) (9.2-12) 


4. 风 载 荷 作用 下 的 结构 物 


结构 物 上 作用 的 风 载 荷 通常 分 为 定常 部 分 和 脉动 部 分 ,后 者 为 随机 载荷 。 当 风 吹 向 
一 个 结构 物 时 ,脉动 部 分 分 量 引 起 脉动 载 简 , 它 必 激 起 结构 物 的 动态 响应 。 风 中 沸 流 分 量 
可 模型 化 为 一 个 拟 平稳 的 随机 场 , 拟 平稳 随机 濡 流 场 的 短期 性 态 用 一 个 互 谱 密 度 防 数 来 
描述 , 它 可 由 各 向 同性 假设 导出 ;而 随机 场 的 长 期 性 态 则 用 一 个 满 流 速度 的 均 方 根 的 概率 
密度 函数 来 描述 ,此 均 方 根 作 为 一 个 比例 因子 出 现在 志 谱 密度 函数 之 中 。 大 气 湛 流 的 长 
期 变化 还 可 用 渐进 谱 来 描述 。 

对 于 高 层 建筑 (如 大 厦 、 塔 架 .天线 、 烟 固 等 ) 和 大 跨度 桥梁 (尤其 悬索桥 ) 等 结构 , 风 载 
荷 是 重要 设计 载荷 。 刚 度 较 大 的 建筑 只 需 将 定常 部 分 作为 静 载 荷 考虑 ;对 于 柔 度 愈 来 愈 
大 的 高 层 建筑 , 则 必须 同时 考虑 定常 部 分 和 脉动 部 分 载荷 。 

对 于 飞行 器 ,其 表面 潮流 边界 层 内 的 随机 压力 脉动 是 重要 的 激励 源 , 可 见 高 空 大气 油 
流产 生 的 突 风 载 荷 是 飞行 器 的 重要 设计 载荷 。 对 超 音速 飞行 器 ,脉动 压力 很 大 ,足以 构成 
蒙 皮 疲 劳 问题 的 一 个 重要 输入 ,并 在 飞行 器 内 部 产生 高 水 平 的 噪声 与 振动 ,致使 《 行 器 在 
严重 的 湛 流 中 可 能 造成 超载 而 破坏 。 

对 水 下 舰艇 ,通常 边界 层 压 力 脉 动 不 大 ,不 致 产生 显著 的 动态 载荷 ,但 由 此 产生 的 品 
声 将 影响 航行 舰艇 中 操作 的 检测 设备 。 船 板 上 的 边界 层 压 力 脉动 通常 可 模型 化 为 一 个 随 
机 场 ,是 -个 具有 中 等 相 十 性 的 对 流 载荷 。 


喷气 噪声 引起 的 随机 振动 
大 型 燃气 涡轮 的 喷气 与 火箭 发 动机 的 喷气 产生 高 强度 的 随机 了 噪声 。 由 这 个 噪声 发 身 
而 在 飞行 器 表面 产生 的 随机 压力 脉动 可 能 引起 局 部 的 疲劳 破坏 ( 即 所 谓 声 疲劳 ) ,并 在 发 
行 器 表面 产生 分 布 的 激励 , 激 起 飞行 器 的 结构 振动 ,还 可 使 噪声 传人 飞行 器 的 内 部 。 作 用 
在 飞行 器 上 的 随机 压力 场 的 一 个 重要 特性 是 ,随机 脉动 传 过 飞行 器 表面 的 相对 速度 是 音 
速 与 飞行 器 速度 的 向 量 差 ; 转 气 噪声 的 另 一 个 特性 是 , 它 的 强度 所 分 布 的 频带 特别 宽 。 许 
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多 机 械 随机 加 载 过 程 ( 如 海浪 、 自 然 风 、 地 震 等 ) 的 谱 主 要 限于 一 个 十 倍 频 程 频 带 内 的 贡 
献 ,而 大 型 火 第 喷气 的 谱 则 在 三 个 十 们 和 频 程 频 带 内 都 有 重要 的 贡献 。 喷 气 噪声 的 近 场 结 
构 十 分 复杂 ,一 般 必须 依赖 于 对 具体 组 态 所 进行 的 详细 的 测量 。 


9.3 线性 系统 对 单个 随机 激励 的 响应 


一 个 振动 系统 在 受到 随机 激励 作用 时 , 它 的 响应 必 是 随机 的 。 这 里 考察 的 系统 本 身 
是 确定 的 , 即 系统 (或 系统 参数 ) 的 变化 规律 可 以 用 时 间 的 确定 函数 来 描述 ,而 且 只 限于 稳 
定 的 常 参数 线性 系统 。 所 谓 常 参数 系统 ( 亦 称 非 时 变 系 统 ) 是 指 系统 本 身 的 特性 (例如 各 
种 参数 特性 ) 是 不 随时 间 变 化 的 ;所 谓 线性 系统 ( 亦 称 质量 不 随 运 动 参数 而 变化 以 及 弹性 
力 和 阻尼 力 都 可 以 简化 为 线性 模型 的 系统 ) 是 指 适用 登 加 原理 的 系统 。 也 就 是 说 ,如 有 果 系 
统 在 输入 y! 作 用 下 , 它 的 响应 为 x ;而 在 输入 y: 作 用 下 , 它 的 响应 为 zz ;那么 系统 在 输入 
ay1 与 by 的 联合 作用 下 , 它 的 响应 一 定 是 cz 十 bz ,其 中 a,6 为 任意 实数 。 系 统 的 线性 
假设 极 大 地 方便 了 进一步 的 分 析 和 研究 。 正 是 在 此 基础 上 ,可 以 把 随机 激励 的 任意 一 个 
样本 函数 输入 分 解 成 一 系列 冲 量 微 元 之 和 ,或 者 利用 傅 里 叶 变 换 把 这 一 输入 展开 成 一 系 
列 简 谐 分 量 之 和 ,然后 分 别 考察 各 个 单个 的 冲 显 或 简 谐 分 量 对 系统 的 作用 结果 ,最 后 再 把 
它们 全 加 起 来 得 出 系统 总 的 响应 。 因 此 ,对 于 常 参 数 线性 系统 来 说 , 它 的 响应 特性 就 可 以 
用 脉冲 响应 或 者 用 频率 响应 来 描述 。 所 谓 脉 冲 响应 是 指 系统 对 单位 冲 量 的 响应 , 它 表 示 
系统 在 时 域 的 响应 特性 ;所 谓 频 率 响应 是 指 系统 对 各 个 单位 简 谐 输入 的 响应 特性 , 它 表 示 
系统 在 频 域 的 响应 特性 。 二 者 由 傅 里 叶 变 换 确立 其 对 应 关系 。 

常 参数 线性 系统 的 假设 给 随机 振动 分 析 也 带 来 很 多 方便 。 巾 常 参数 的 假设 , 当 系统 
的 输入 是 平稳 过 程 ( 或 遍历 过 程 ) 时 ,那么 输出 也 一 定 是 平稳 的 (或 遍历 的 )。 由 线性 的 假 
设 , 当 系统 的 输入 是 正 态 过 程 时 ,那么 输出 也 一 定 是 正 态 的 。 





1. 单 自 由 度 线 性 系统 对 单个 随机 激励 的 响应 
设 质量 - 弹 得 阻尼 系统 受到 激励 下 (的 作用 ,动力 学 方程 为 
mri 二 cri 二 kr 一 下 (CD) (9.3-1) 
FD no x 在 简 谐 激励 作用 下 , 单 自由 度 系统 的 响应 并 不 难 确定 ,系统 的 响 
us 应 特性 可 用 脉冲 响应 肖 数 h(i) 或 复 频 率 响应 电 数 及 (w) 来 描述 
(图 9.3-1) 。 令 
QZ(o) =— mw’ 十 ico 十 天 


=m(— wi2honw 二 wr) (9.3-2) 
它 是 取决 于 系统 参数 8 和 w, ,并 且 是 激励 频率 w 的 复 函 数 ,一 般 称 Z(w) 为 系统 的 机 械 阻 


图 9.3-1 
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抗 ,工程 中 又 将 其 称 为 动 刚度 。 将 激励 和 响应 分 别 理解 为 输入 和 输出 ,Z(w) 的 倒数 为 输 
出 和 输入 之 比 , 即 


XxX(1) 1 1 
Hw) FO) Fo) — mw’ ick 


一 二 w+ wi) 
称 五 (w) 为 系统 的 复 频率 响应 函数 或 传递 函数 ,又 称 为 机 械 导 纳 ,工程 中 又 将 其 称 为 动 柔 
度 。 它 的 物理 意义 是 系统 响应 与 激励 之 比 。 如 果 将 方程 (9. 3-3a) 乘 以 上 ,就 可 以 得 到 复 
频率 响应 函数 瑞 (w) 的 另 一 种 表达 形式 , 即 
H(w) 一 Ee 一 Fe ”这 oy i267. 
它 的 物理 意义 可 以 视 为 弹簧 中 的 力 与 实际 激励 的 无 量 纲 之 比 。 
应 用 第 3 章 的 卷 积 积分 ,将 积分 的 上 下 限 扩 展 为 (一 co ,十 ce) 并 不 影响 结果 , 即 


xz) =| FDh— odr=| FG — Dhl) dr (9. 3-4) 


若 激 励 F(Z) 为 平稳 随机 过 程 , 则 稳 态 响应 也 是 平稳 随机 过 程 , 如 下 为 其 统计 特性 。 
(1) 均值 


利用 式 (9. 1-1) 对 式 (9.3-4) 求 平均 ,并 将 求 平均 与 积分 的 次 序 互 换 , 导 出 


4, 一 ELz(D] = E[| FO 一 DAGodr | 











(9. 3-3a) 





(9.3-3b) 


=| ELFC — 7) Jh(r) dr (9.3-5) 
由 于 FF(7) 为 平稳 随机 过 程 , 其 过 程 的 均值 是 常数 ,有 
ELFCG— 0)] = ELF()] = pr (9. 3-6) 
则 式 (9. 3-5) 化 为 
p= 六 | nd (9. 3-7) 


根据 第 3 章 中 导出 的 关系 式 (3.11-6), 上 式 中 的 积分 可 用 w = 0 时 的 复 频 响应 函数 值 
H(0) =| Andr 表示 。 得 到 


px = H(O) pr (9. 3-8) 
即 响应 的 均值 与 激励 的 均值 只 一 个 常 值 乘 子 及 (0), 这 意味 着 ,平稳 随机 过 程 的 激励 
引起 史 应 的 区 值 是 常人 ,并 与 大 过 各 的 区 们 三 于 是 得 到 ,如 果 激 励 的 均值 是 零 ， 
响应 的 均值 亦 为 零 。 今 后 为 了 分 析 方 便 ,只 讨论 激励 与 响应 的 均值 皆 为 零 的 情形 。 

(2) 自 相 关 肾 数 

利用 式 (9. 1-2) 和 和 式 (9. 3-4) 计 算 自 相关 函数 ,用 X1 ,As 表示 积分 变量 ,并 交换 求 平均 
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与 积分 求 和 的 次 序 , 导 出 
R,(r) =E[x(t)xr(t 二 7) | 


=E[| FG—adhADd | FO tr a dh da | 
=| | DRIELRG AF + rN) ld dh 


-[ ha) Re Cr+ A — Xs)h CA) dA dA (9.3.9) 


因为 激励 FG) 为 平稳 随机 过 程 ,所 以 有 EL[FCG 一 ADFCG 二 ct 一 42)] 二 ELFCODFCG 二 tr 十 1 一 
Xz) 二 R(T 十 入 一 A 和 2) ,这 里 Rj 《rt 十 X41 一 Xz ) 为 激励 过 程 的 自 相 关 限 数 。 积 分 式 (9.3-9) 仅 
依赖 于 时 间 差 ,与 时 间 t 无关。 这 意味 着 ,响应 的 自 相 关 也 数 的 数值 也 与 时 间 上 无 关 , 即 
对 一 个 线性 系统 ,如 果 激 励 是 平稳 随机 过 程 ,那么 响应 也 是 平稳 随机 过 程 。 
(3) 激励 与 响应 的 互相 关 晴 数 
利用 式 (9.1-34) 和 式 (9. 3-4) 计 算 激 励 与 响应 的 豆 相 关 郑 数 , 导 出 
Rg Cr) =ELF()x(t+ 7r)|] 


=E| Eco| F(t+ r— Ah da | 
-| E[ECDEC FT to VJhOVdA 


=| Ri Cr — DACOV C9. 3-10) 


可 见 , 互 相关 函数 等 于 激励 的 自 相关 函数 与 脉冲 响应 函数 的 卷 积 积分 。 当 激励 为 理想 白 
噪声 时 ,根据 式 (9. 1-56) 有 
Ri(r) = Su6(r) (9. 3-11) 
式 中 S, 为 激励 的 常 值 功率 谱 密 度 。 代 入 式 (9. 3-10), 得 到 白 噪声 激励 与 响应 的 互相 关 函 
数 为 
Re Cr) 一 Soh(r) (9.3-12) 
这 是 一 个 很 有 意义 的 结果 ,利用 此 结果 可 从 实验 测 得 的 Re (7) 推算 出 系统 的 脉冲 响应 
数 hh(r)。 
(4) 自 谱 
通常 有 关 响 应 的 随机 过 程 首先 计算 的 是 响应 的 功率 谱 密 度 而 不 是 自 相关 函数 ,尤其 
是 在 激励 随机 过 程 是 由 功率 谱 密 度 所 给 出 的 情况 下 。 利 用 式 (9. 1-35) 和 式 (9. 3-9) 计 算 
响应 的 自 谱 , 导 出 


So =| | | AGQDAADRCr ta — Ad dh Je de 
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-| rave || Recrth ae wdr|| he medi 
(9. 3-13) 
考虑 到 平稳 性 , 有 | Ri 一 te Rose 一 si 
式 (9.3-13) 的 中 括号 内 的 积分 即 激励 的 自 谱 Sr(w), 且 由 式 (3. 11-6) 导 出 


| AQVem da = HO) = 下 | 
(9. 3-14) 
| ha)e madas — HCw) | 
式 中 “x ”号 表示 复数 的 共 恩 , 代 人 式 (9.3-13) 后 得 到 
S,(w) = H' (HC)S(w) 二 | HCw) 12Sr(a) (9. 3-15) 
式 (9.3-15) 表 示 联 系 激励 和 响应 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 的 一 个 简单 代数 表达 式 。 结 果 
表明 ,根据 激励 谱 Srz(o) 与 系统 的 复 频 响应 函数 的 幅 频 特性 | 互 Cow)| 即 可 求 出 响应 谱 。 
(5) 均 方 值 
利用 式 (9. 1-38) 和 式 (9. 3-15) 计 算 响 应 的 均 方 值 ,得 到 


并 二 元 | | HCw) |:Sy (Cw) dw (9. 3-16) 
2n) : 
当 激 励 为 理想 白 品 声 时 ,Sr(Cw) 等 于 常 值 5,, 均 方 值 为 
$2 一 | | HCw) |? dw (9.3-17) 
2 . 


可 见 只 要 计算 出 广义 积分 | ”| HCw) |*dw 的 值 , 便 可 求 得 响应 的 均 方 值 。 
为 了 便于 计算 ,将 以 下 的 广义 积分 公式 
=| | Hc ld 


式 中 

Bo Cw)Bi TT Cw) B+ Giw)" 'B, 
Ao 二 Cio)Al 二 (iw)Az 十 十 (iw)"A， 

前 几 个 常见 的 简单 形式 瑟 ,(w) 消 数 的 1 值 列 出 如 下 ; 


H,(w) 一 











@ n=1H, Ho 站 一 Bi 

二 1 Au, 十 ioA， ! AuAl 

_ B+iwB, _ x(A,B! + A,B:) 
四 2, HT A TA A A A A 


B, t+iwB! 一 B, 

AoTiwAi —w As—iw A, M 

_ x[AoA;:(2B,B, 一 Bi) — A,A,B?— A,A;,B:] 
AoA;(AoA;: — AiA,) ° 


OO 当 1 一 3 时 , H;(w)= 
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xi 一 BotiwB —w BbB,—iw’B; 
人 由 当 n 4 时 , H, (w) A, TioA wo A io A, Fo A, , 
_aM 
I 四 N 9 


M =A,Bi(A,A;— AA:) — A,AA(2B1B, — Bi) 

— A,A;Ai(B’i 一 2B,B,) 十 4,BICAA — A,A,), 
N= AA(A A AA — AA,A,), 

对 于 弱 阻 尼 系 统 , 其 阻尼 比 5 和 1, 幅 频 特 性 曲线 在 固有 频率 wm 附近 有 很 尖 的 峰值 , 则 
[五 (o) 上 有 更 尖 的 峰值 。 当 激励 谱 Se (w) 具 有 较 平坦 形状 时 , 式 (9. 3-16) 右 端 积分 中 对 
均 方 值 几 的 贡献 主要 来 自 共振 频率 附近 的 小 区 间 内 ,因此 可 近似 地 以 固有 频率 w 处 的 激 
励 谱 值 Si (wo) 代 震 Se(w)。 亦 即 近似 地 认为 系统 受到 功率 谱 密度 S,=Sr(oo) 的 和 白 噪 声 
激励 。 从 式 (9. 3-15) 还 可 看 出 ,即使 激励 谱 5S; (ww) 为 较 平坦 的 宽带 ,但 响应 谱 S, (w) 主 要 
集中 在 wo 一 附近 的 窗 带 内 。 因 此 线性 系统 在 实践 中 常 起 到 窒 带 滤波 器 的 作用 。 

应 该 指出 ,如 果 激 励 随 机 过 程 是 高 斯 过 程 并 且 系 统 是 线性 的 , 则 响应 随机 过 程 也 是 高 
斯 过 程 。 这 意味 着 ,对 于 平稳 过 程 , 响 应 概率 分 布 函数 完全 由 响应 均值 和 均 方 值 所 决定 。 
不 难 表 明 ,如 果 激 励 随机 过 程 不 仅 是 平稳 的 而 且 是 遍历 的 ,那么 上 述 有 关 响 应 随机 过 程 的 
关系 式 和 结论 保持 有 效 。 唯 一 不 同 之 处 在 于 ,对 于 遍历 过 程 , 诸 平均 都 是 采用 整个 过 程 中 
的 一 个 代表 性 的 样本 函数 计算 出 的 时 间 平 均 , 而 不 是 遍及 样本 函数 集体 的 总 体 平均 。 

(6) 激励 与 响应 的 互 谱 

对 式 (9.3-10) 进 行 傅 里 叶 变 换 , 得 到 


SE (w) -| Rr, (Cry)e “dr =| | Ri(r— AhA dAe “dr 


=| Ri(r—Ae “dc 一 人 | hlXAe “dA (9. 3-18) 


由 式 (9.1-35) 和 式 (3. 11-6), 导 出 

Sii(w) = H(w)Sr(w) (9. 3-19) 
此 简洁 结果 表明 互 谱 与 激励 谱 之 间 通 过 复 频 响 应 函数 相 联 系 , 就 是 说 ,输入 输出 的 互 谱 等 
于 系统 的 频率 特性 与 输入 自 谱 的 乘积 ,这 也 是 输入 输出 关系 的 一 个 重要 结果 。 从 实验 测 
得 Sr(o) 与 Sm (wo) 之 后 ,也 可 利用 式 (9. 3-19) 求 出 复 频 响 应 函数 电 (w) 所 包含 的 幅 频 和 
相 频 的 完整 信息 。 而 利用 式 (9.3-15) 只 能 得 到 | 五 Co)| 的 幅 频 特性 , 且 在 推导 过 程 中 未 
考虑 噪声 的 影响 。 式 (9. 3-19) 在 有 了 噪声 存在 时 其 结果 不 变 , 因 此 关系 式 (9. 3-19) 比 
式 (9. 3-15) 更 为 有 用 。 

在 实践 中 常 引 入 系统 的 激励 与 响应 的 谱 相 干 函 数 , 定 义 为 


| Sp Cw) | 


Yr (w) = SS CO 


(9. 3-20) 
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对 于 线性 系统 ,将 式 (9. 3-15) 和 式 (9.3-19) 代 入 后 ,得 到 


| Hw) Si (w) | 
(ww) 一 去 了 一 1 (9.3-21 
Ye Si(w) | Hw) (Sj(w) ) 


峙 此 系统 为 线性 时 , 谱 相 十 函数 必定 等 于 1。 相反 地 ,如 果 测 试 得 到 的 谱 相 干 滑 数 不 等 于 
1, 就 意味 着 这 一 假设 可 能 有 问题 , 正 是 在 这 一 意义 上 ， 人 们 说 谱 四 二 函数 的 六 小 可 以 用 来 
检查 系统 的 非 线 性 程度 ,或 可 以 用 来 衡量 噪声 干扰 的 影响 。 也 就 是 说 ,如 果 上 述 谱 相 干 商 
数 不 等 于 1, 则 可 能 是 系统 内 存在 非 线 性 因素 ,也 可 能 是 测 | 试 过 程 中 存在 弗 声 影响 。 

例 9.3-1 一 单 犁 由 度 线性 系统 受到 随机 激励 F(4) 的 作用 (图 9.3-2),F(7) 是 均值 
为 零 .月 谱 为 5, 的 理想 和 白 噪 声 平稳 过 程 。 求 系统 响应 的 自 相关 函数 、 
自 谱 、 均 方 值 和 激励 与 响应 的 互相 关 消 数 及 互 谱 。 

解 : 已 知 系统 的 脉冲 响应 师 数 为 











e sentsincodl (之 0) 


h(1) 一 | 
0 (1 < 0) 
将 白 噪 声 自 相关 前 数 (9. 1-56) 代 入 式 (9. 3-9) 计 算 响应 的 自 相 关 函 数 ,得 到 


图 9.3-2 


R (nr) =| | ODA SO + A — A ) dai da 


—S, RCADARCr TA) dA 
将 AD 的 表达 式 代 人 上 式 , 积 分 得 到 


R.,(r) = | e tot) sin wa sin wa (t + A1) dA 
1 wa . 


= “(cos mrt Sersin war) (tT > 0) 
由 于 自 相 关 函 数 的 偶 函 数 性 质 , 对 于 r<0 情形 ,可 将 上 式 中 的 rz 以 |z| 代 替 , 写 为 
R,(r) = oe Fon (cos a | = + sin wa | r|) (tT < 0) 


此 相关 函数 为 幅 值 按 负 指数 e 纪 赛 减 的 振 范 仙 线 ， 
利用 式 (9.1-38) 计 算 响 应 的 均 方 值 ,得 到 


2 = R,(0) 一 3 


2 
当 啊 应 的 自 相 关上 函数 不 易 求 得 时 ,也 可 利用 式 (9. 3-17) 计 算 响 应 的 均 方 值 ,其 中 的 积分 
可 由 前 述 的 积分 公式 计算 。 

将 式 (9.3-3) 的 互 (o) 代 人 式 (9.3-15),Sr Co) 以 So 代 替 , 计 算 响 应 的 自 谱 ,得 到 


9 


wo) = (ko— mo ) 十 coo2 
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利用 式 (9. 3-10) 计 算 激 励 与 响应 的 互相 关 艺 数 ,得 到 





Ri (r) 一 | G(r 一 ))e sin waAdA = 3 e nr SiN wat 
Niwa : Pw a 
利用 式 (9. 3-19) 计 算 激 励 与 响应 的 互 谱 , 得 到 


Sp (0w) 一 


ko nw 十 ic 





2. 多 自由 度 线性 系统 对 单个 随机 激励 的 响应 

以 上 对 单 自 由 度 线性 系统 的 讨论 过 程 也 适用 于 受 单个 激励 F(1) 的 多 自由 度 线性 系 
统 ( 图 9.3-3)。 设 系统 的 自由 度 为 n, 其 第 i 个 广义 坐标 zx; (1) 的 响应 统计 特性 与 单 自 由 
度 系统 响应 的 统计 特性 表达 式 完全 相同 ,只 需 相 应 地 用 x;(7) 对 激励 (7) 的 脉冲 响应 消 
数 h(t) 和 复 频 响应 滑 数 日;(w) 进 行 计算 。 实 践 表明 ,在 频率 域内 进行 响应 的 统计 特性 分 
析 要 比 时 间 域 内 的 分 析 简 单 得 多 。 


ni 














图 9. 3-3 图 9.3-4 


例 9.3-2 图 9.3-4 为 一 双 层 隔 振 系统 ,mi 为 隔 振 对 象 的 质量 ,mi 为 隔 振 器 质量 , 弹 
得 和 阻尼 皆 为 线性 。 设 基础 位 移 激 励 y(1) 是 均值 为 零 、 自 谱 为 S, 的 理想 白 噪 声 。 求 振 
动 传递 率 和 隔 振 对 象 位 移 响应 的 均 方 值 。 
解 : 设 绝 对 位 移 rzrzyzs 如 图 9.3-4 所 示 , 列 出 系统 的 动力 学 方程 
1 十 cz 一 帮 ) 十 RGOrs 一 由 ) 一 0 





CTs ZX,) k; (Xs Xl ) 一 0 





1 十 cz 一切 十 Ar 一 y) 一 ArCxz 一 X) 一 Rzs 一 Ti) 一 0 
定义 振动 的 传递 率 T, 的 平方 为 隔 振 对 象 输出 量 x;(0) 的 自 谱 S, Cw) 与 输入 量 y(1) 的 自 谱 
Si(w) 之 比 , 即 


S.Cw) 


Tao) = 
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对 于 线性 系统 ,利用 式 (9.3-15) 从 上 上 式 导 出 
T,(w) 一 | H(w) | 
为 计算 各 复 频 响应 图 数 , 设 输入 量 简 谐 变化 ,y( 一 e”… ,各 输出 量 为 
X11) = Hi(w)e*’, x(t) = Hi(we”, ri(t) 一 五 Co)e 
将 各 简 谐 函 数 代 和 动力 学 方程 组 ,得 到 Hi(w) ,Hi(w),H;(w) 的 一 组 线性 代数 方程 并 
解 出 








H;(w) 一 全 
式 中 
Al=PB—4(7y+ lats 
Bi = 2&Lay 二 (7 十 1)8] 
A; =——7y 二 7Y(B—6)(l—s)— 4als (y+ 1—s) 
B, 一 一 2 (yy 十 1) 十 2ayts (1 一 上 ) 十 26 (8 一 65*)(yY 十 1 一 5) 
且 有 








ww /fk Cc a _k _ kk, _ mi 
; wo ” 2 nm ” 8 2 VE ° 区 M P k ， 7 k M 0 m 
将 以 上 各 式 代 入 昌 ;(w) 和 了 T,(w) ,计算 振动 的 传递 率 , 得 到 


(AiA; 二 BiB;,) + (BA — B;,A.) 
Ai 二 Bi 





T,(w) = 


隔 振 对 象 位 移 x;(w) 的 均 方 值 为 





$£, =| | Hw [qo 


可 由 前 述 的 积分 公式 计算 。 


9.4 线性 系统 对 多 个 随机 激励 的 响应 


1. 脉冲 响应 矩阵 和 幅 频 响应 矩阵 
设 n 自由 度 的 线性 系统 受到 m 个 平稳 随机 激励 (m 委 2 作用 ,其 动力 学 方程 为 
MX 十 人 十 Kx = FC) (9.4-1) 
式 中 ,M,C,K 分 别 为 n Xn 阶 质量 矩阵 .阻尼 和 矩阵 和 刚度 矩阵 ,x(1) 为 n 维 位 移 向 量 , 它 包 
含 Xi( 站 (i 二 1,2,…,n) ,F(t) 为 随机 激励 向 量 , 它 的 元 素 为 Fi(1) (i 二 1,2,*…,m)。 
即使 激励 是 确定 性 的 ,一 个 有 阻尼 的 多 自由 度 系 统 的 响应 也 不 容易 得 到 。 困 难 在 于 ， 
经 典 的 模 态 分 析 一 般 不 能 用 来 使 方程 组 (9. 4-1) 解 看。 然而 如 第 5 章 所 述 ,在 阻尼 矩阵 是 
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质量 和 矩阵 和 刚度 矩阵 的 线性 组 合 的 特殊 情况 下 .关于 无 阻尼 线性 系统 的 模 态 矩阵 可 以 用 
来 作为 一 个 使 方程 组 (9. 4-1) 解 看 的 --- 个 线性 变换 。 类 似 地 , 当 阻 尼 小 时 ,直接 忽略 变换 
后 的 方程 组 中 的 耦合 项 ,就 可 得 到 一 个 合理 的 近似 。 为 了 计算 简单 ,将 讨论 局 限于 关于 无 
阻尼 系统 的 经 典 模 态 矩 阵 & 一 [Le ww” … ww”] 可 以 用 来 使 方程 组 (9.4-1) 完 全 地 或 
近似 地 解 耦 的 变换 抢 阵 的 情况 。 根 据 第 5 章 的 步骤 ,引入 下 面 的 变换 

xX(1) = uy (1) (9.4-2) 
式 中 为 系统 的 正则 化 模 态 和 矩阵 , 向量 (四 的 元 素 p47 二 1,2,…,n) 是 由 随机 过 程 
XD 《i 二 1,2,…,n) 的 线性 组 合 组 成 的 广义 坐标 。 把 式 (9. 4-2) 代 入 式 (9. 4-1), 将 结果 
左 乘 以 ua' ,利用 关系 式 wu "Mu 二 1 了 为 n 阶 单位 阵 ,u' Ku 一 A ,A 一 diagLwi ] 为 特征 值 对 角 
矩阵 ,并 假定 wi Cu 二 Cv ,Cs 二 diagL2&w; | 为 振 卉 阻尼 矩阵。 则 动力 学 方程 (9. 4-1) 解 
耦 为 


闻 十 Cs 六 十 好 二 uF(1) (9.4-3) 
包含 2 个 正则 坐标 的 独立 微分 方程 组 
DD FE DD Fm) = ND (r= 1,2,,n) (9. 4-4) 


式 中 5 是 关于 第 ”~ 阶 振 型 的 阻尼 系数 ,w, 是 系统 的 第 r 阶 固 有 频率 ,而 广义 随机 激励 为 
NOD = wu" FO) = woF 0) (7 = 1,2,. ,7) (9.4-5) 


式 中 wu" 表示 无 阻尼 线性 系统 的 第 + 阶 模 态 向 量 。 
如 果 激 励 为 简 谐 函数 , 则 无 阻尼 系统 的 振动 微分 方程 的 表达 式 为 


NM Ex 一 Fe”™ (9. 4-6) 
式 中 F,=[F,, F,; 四 下 为 广义 激励 的 幅 值 。 设 方程 (9.4-6) 的 解 为 
Xe (9. 4-7) 


式 中 X=ELX，X … 义 , ] 为 广义 坐标 的 强迫 振动 复 振 幅 组 成 的 向 量 。 将 式 (9.4-7) 
代 和 人 式 (9.4-6), 可 得 
(K—wMIX—F, (9. 4-8) 
对 上 式 进 行道 运算 ,将 有 K 一 w*M 的 道 矩 阵 记 为 H(w)= 二 [Hi (w)], 称 为 多 自由 度 系 统 的 复 
频率 响应 矩阵 ,是 激励 频率 w 的 哨 数 , 即 
Hl(w) = (K—wM)! (9.4-9) 
车 为 有 阻尼 系统 ,依据 上 述 方 法 同样 可 以 导出 多 自由 度 系 统 的 复 频 率 响应 和 矩阵。 当然 也 
可 以 从 模 态 分 析 方 法 入 手 ,将 方程 (9.4-4) 写 成 复数 表达 式 为 
帮 (1) + 26w.n,(t) 十 wy.(1) 一 Ne (r=1,2,.,n) (9.4-10) 
式 中 


No 一 Fo= woF (r=1,2,.,n) (9.4-11) 
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则 正则 坐标 的 稳 态 响应 可 以 表示 为 
思 () 一 LH, Cw) Noe” (r= 1,2,",n) (9.4-12) 
COr 
式 中 





1 
H,(w) = 一 1;2，…， 9.4-13) 
(WF) 人 2) 


式 (9.4-13) 为 对 应 于 正则 坐标 的 复 频 率 响 应 函数 。 则 广义 坐标 的 稳 态 响应 为 


X(t1) 一 Du 六 人) 


7 uu F 1 _ 
一 2 一 : i (9.4-14) 
2 wT +2 w/w )] 


若 在 第 7 个 广义 坐标 上 作用 一 激励 , 写 出 第 ;个 广义 坐标 响应 的 复数 幅 值 为 
SM 1 
Hs,(w) = 2 wi [lo (w/w) | iL2g, (w/w,)] (9. 4-15) 
人 一 1,2, :31 一 1)2, ,1m) 
上 式 是 应 用 振 型 琶 加 法 导出 的 多 自由 度 系 统 的 复 频 率 响应 函数 。nn 个 自由 度 系 统 有 nX 
m 个 电 ;(w), 其 含义 是 在 第 j 个 广义 坐标 上 作用 简 谐 激励 (1) 一 Foje*' 时 ,分 别 在 每 个 
广义 坐标 上 引起 的 稳 态 响应 x;(7) = 二 Xe*' (i 二 1,2,…,n), 则 由 Hj(w) 构 成 了 系统 的 复 频 
率 响应 矩阵 H(w)。 
如 果 激 励 为 任意 激 振 力 , 则 由 卷 积 积 分 可 确定 各 正则 坐标 在 零 初始 条 件 下 的 响应 


n= | Nh d= | NG Dhv (ndr 








(9. 4-16) 
(7 = 12 
式 中 
hw (1) 二 了 sin ww (一 12 (9.4-17) 
将 式 (9.4-16) 写 成 矩阵 形式 为 
nD) 一 | hy ON = | hy ONG— nde (9. 4-18) 


式 中 7 (2) 二 [wy (1)] 为 正则 坐标 的 响应 向 量 ,hy (0) 二 [hy (7) 为 正则 华 标 的 脉冲 响应 应 函数 
的 对 角 和 矩阵 ,NGC 二 [Nj;(2)] 为 正则 坐标 的 激励 函数 。 对 正则 坐标 进行 道 变换 ,将 x(Ci) 王 
un( 幸 和 NC) 一 wTF() 代 回 式 (9.4-18) ,导出 

x(1) 一 | ac 一 rz)FCr)dr 一 | Da 一 dr (9.4-19) 


式 中 


322 机 械 振 动 








h(t) = wh Cu (9.4-20) 
ji 一 [LA (1)] 称 为 多 自由 度 系 统 的 脉冲 响应 和 矩 阵 ,n 个 自由 度 系统 有 Xm 个 及 ; (w) ,各 
元 素 hi; (由) 表示 沿 7 坐标 的 单位 脉冲 激励 引起 i 坐标 的 瞬 态 响应 。 屿 冲 响应 矩阵 h(2) 与 
复 频 率 响 应 矩阵 HC(w) 分 别 在 时 间 域 和 频率 域内 描述 多 自由 度 系统 的 响应 特性 。 
讨论 系统 的 响应 问题 (图 9.4-1), 即 多 输入 与 多 输出 的 情形 。 根 据 辣 加 原理 ,线性 系 
统 的 每 一 个 输出 部 可 以 由 对 应 于 各 个 分 力 输 入 的 响应 到 
加 而 成 。 如 果 系 统 有 m 个 输入 ,那么 对 应 于 每 一 个 输出 
有 nm 个 脉冲 响应 葡 数 和 复 频 响应 淆 数 。 第 i 坐标 的 响应 
X71) 对 于 党 第 坐标 的 激励 Fj; Co 的 脉冲 响应 函数 和 复 
频 响 应 函数 分 别 为 由 (和 Hj (wo) (i 二 1,2,…,n;j 二 1， 
2 mm)。 它 们 分 别 构成 脉冲 响应 矩阵 h(t) 和 复 频 响应 
矩阵 Hlw)。 由 于 有 nn 一 m 个 坐标 不 受 激励 ,因此 可 将 原 
nXn 阶 和 矩阵 中 相应 的 wn 一 m 列 略 去 ,成 为 nxXm 阶 矩阵 ,h(t) 和 Hl(w) 互 相 构 成 傅 里 叶 变 
换 对 , 即 有 





图 9.4-1 


H(w) = | h(ie wdr (9.4-21) 
hr) = 元 | Hw) er dw (9. 4-22) 
2 区 


工程 中 常 采 用 实验 方法 测 出 有 0) 或 再 (wo) 。 


2. 响应 的 统计 特性 
将 FiCODOO=1, 2 22) 和 xD(=1 2 72) 排 成 下 (一 [FIC] 和 (一 


Lzi(CbD] ,GD 和 x(b 分 别 表 示 系 统 激 励 和 响应 向 量 , 则 可 进行 与 9. 3 节 类 似 的 分 析 , 只 需 
以 矩阵 代替 标量 即 可 。 


(1) 相关 和 矩阵 
7 个 响应 的 自 相 关 和 互相 关 函 数 为 
Ri Ct) = ELzreCOrCt 十 rz (k,l = 1,2,%,n) (9. 4-23) 
以 民 , (为 元 素 构成 nXn 的 相关 和 矩阵 R.(7), 即 
R,,(r) = E[x(i)x' (tr))] (9, 4-24) 
将 上 式 中 的 xCO 和 x(C 十 rz 以 卷 积 积分 表示 ,用 ) 和 作为 积分 变量 ,得 到 
R,, (rzr) 一 E[| po)FC 一 Nd FF! Gra) ada | (9. 4-25) 
进行 与 式 (9.3-9) 类 似 的 推导 ,得 到 响应 与 激励 的 相关 矩阵 之 间 的 关系 式 
R,, (Cr) 一 | heAl ,| Rr (t+ Al 一 人) 有 (CA ) dA dA (9. 4-26) 


它 给 出 了 系统 输出 相关 矩阵 与 输入 相关 矩阵 之 间 的 关系 。 
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(2) 功率 谱 密 度 矩 阵 
定义 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 抢 阵 为 相关 算 阵 的 傅 里 叶 变换 ,而 后 者 为 前 者 的 效 
变换 , 则 对 式 (9.4-26) 两 边 进行 侍 里 叶 变 换 后 ,进行 与 式 (9.3-13) 类 似 的 推导 


S., (w) -| [| ac | Ri (tT A — 2 dhs da | wr de 


=| have ad] Reta Aa)e wn dr| he md 
(9.4-27) 
得 到 响应 与 激励 的 功率 谱 密度 矩阵 之 间 的 关系 式 
SS (o) — H’* (w)Si (w)H' (w) (9.4-28) 
式 中 腥 " Cw) 为 HCw) 的 共 椰 矩阵 , 即 五 (一 w) 一 | h(Dew dr, 式 (9.4-28) 给 出 了 系统 多 
输入 功率 谱 抵 阵 与 多 输出 功率 谱 矩 阵 之 间 的 关系 式 ,这 里 又 一 次 看 到 了 输入 与 输出 功率 
谱 关系 的 简便 性 ,这 正 是 功率 谱 法 的 优点 所 在 。 
(3) 激励 与 响应 的 互相 关 和 矩阵 
个 响应 与 加 个 激励 之 间 的 互相 关 抢 阵 为 
Ri, (7) 一 ELECDXIGL 十 r)] (9.4-29) 
进行 与 式 (9. 3-10) 类 似 的 推导 ,有 


Ri (7) =E[ P| 有 (十 rr 一 Wh Cda | 


-| EL[FCOOF OH i A lh Cd (9. 4-30) 
即 
Ri (7) = | Ri Cr RT CVAdA (9. 4.31) 


(4) 激励 与 响应 的 互 谱 密度 矩阵 
定义 激励 与 响应 的 互 谱 密 度 矩 阵 为 互相 关 和 矩阵 的 傅 里 叶 变 换 。 对 式 (9.4-31) 两 边 
进行 傅 里 叶 变换 后 ,进行 与 式 (9. 3-18) 类 似 的 推导 


Sn (w) =| Ri, (De wdr 
=| | Ry Ct Ah' Ce “dadr 


=| Rir (tr— Me ie “dc 一 | h' (Ve wda (9. 4-32) 


得 到 互 谱 密度 矩阵 Sr (wo) 与 激励 的 功率 谱 密度 矩阵 Si (w) 和 系统 的 复 频 响应 矩阵 HCw) 
之 则 的 关系 式 





Si Cw) = Sir (w) HT (w) (9. 4-33) 
可 见 ,如 果 已 经 确定 了 Sr (w) 和 Si,(w) ,那么 系统 的 频率 特 
性 矩阵 就 可 以 确定 为 
H'(w) = Sa} (w)Sr Cw) (9. 4-34) 
例 9.4-1 以 匀速 vv 沿 不 平 路 面 行 驶 的 汽车 简化 为 刚 
体 , 如 图 9.4-2 所 示 。 质 量 和 对 质心 的 转动 惯量 分 别 为 m 
和 了 ,弹簧 和 粘性 阻尼 系数 A ,Rs ,cc: 均 已 知 , 设 路 面 高 度 
沿路 程 ;的 变化 为 高 斯 随机 场 ,汽车 的 前 后 轮 着 地 高 度 
y1() 和 yz(1) 的 功率 谱 密度 S， (wo) 一 S, (w) 为 已 知 。 求 响 
图 9.4-2 应 的 功率 谱 密度 矩阵 。 
解 : 以 汽车 的 质心 垂直 位 移 x 和 相对 水 平面 的 倾角 4 
为 广义 坐标 ,建立 两 自由 度 刚 体 微 幅 振动 的 动力 学 方程 
mi 二 (ete)i— amebOt hk + hk )r— (kia— kb)0 
= Ai 十 Asya 十 cuy Coy 












































10— Cam cebit (ca cb)O— (kia— kb)rt Ckia’ + kab?)0 
=— a(kiy; + cy) ok, yt cy ) 
先 计算 系统 的 幅 频 响应 ,为 此 令 
yD) = ee, y(t) =0, x) = Hi(we”, 0 = Hy (we 
代入 动力 学 方程 ,得 到 万 (wo) 和 互 :(o) 的 二 元 线性 代数 方程 组 , 解 出 


Hi (w) = (Es ， Hu (Cw) (至 十 ae )« 


2 2 
C11C22 7 Cl2 CllC22 7 Ci2 








再 令 
y1(t) 二 0， y2 (1) 一 ei: 9 X(t) 一 Hi (w)e™', OLD) 一 Hs (w)e™ 
代入 动力 学 方程 ,得 到 及 i,(w) 和 和 互 :(ow) 的 二 元 线性 代数 方程 组 , 解 出 


His(w) 一 (Es)w, 五， (w) 一 (~ )w 


Cc 了 CC a, 
其 中 

Ki 下 二 icw, kz = R 十 iczyeo 

cu 二 外 十 一 mw 十 i(c 二 co)w 

ci 一 一 Ra 十 RD 十 1 一 CQ 十 czp)ow 
有 ec2 T+ kb Cm— Tw ilea tcb )w 





则 得 到 复 频 响应 矩阵 
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THi(lw) Hi(w) 
Hs, (w) oe 
作为 激励 的 前 后 轮 高 度 变 化 六 (和 (之 间 只 有 相关 性 , 即 

(1)=y(l—r) 
式 中 mm 三 Lv 为 常 值 时 间 差 , 则 相关 函数 为 

有 Cr) =E[y (Wy, (7)] 
=ELy CO 二 r 一 rz)] 
一 R (rt,) 


H(iw) = | 


功率 谱 密度 为 
Svs, (cw) =| R, (rz 一 ro )C Wot wd(r— ru )e or 
一 crS、(o) 
激励 过 程 y,(1) 和 yz (1) 有 相同 的 自 谱 S,(w) ,出 路 面 随机 场 导 出 , 见 式 (9.2-6)。 用 同样 
步骤 还 可 导出 
Ry (tT) 一 RK、 (zt 二 to) 
Sy (w) = ee S, (0w) 


1 @ ro 
Qo 1 | 


将 HCw) 和 Siz《(w) 代 入 式 (9.4-28) ,得 到 响应 XX 二 [x ”外 "的 功率 谱 密度 矩阵 
Se (wo) = H' (w)Si(w) H!'(w) 


得 到 激励 的 功率 谱 密度 矩阵 


Sr (w) 一 | 


3. 离散 系统 随机 响应 的 模 态 分 析 法 

以 上 在 进行 线性 系统 随机 响应 分 析 时 主要 应 用 脉冲 响应 函数 和 复 频 响 应 函数 方法 ， 
当然 在 确定 系统 的 频率 特性 时 ,可 以 利用 相应 的 模 态 展 式 , 但 这 只 是 间接 地 应 用 模 态 分 
析 。 下 面 介绍 直接 应 用 模 态 分 析 方 法 来 进行 线性 系统 随机 响应 分 析 , 模 态 分 析 法 是 另 一 
种 求 随机 响应 的 有 效 方法 。 由 于 只 有 低 阶 模 态 对 响应 有 显著 影响 ,因此 模 态 分 析 法 对 于 
自由 度 多 的 系统 可 明显 减少 计算 工作 量 。 

根据 式 (9. 4-2) 一 式 (9.4-5) 可 解 耦 动力 学 方程 (9.4-1), 对 每 个 方程 利用 卷 积 积 
计算 随机 响应 , 即 


nD0=| hy Du FO ndr (r= 1,2,,n) (9. 4-35) 
写成 矩阵 形式 
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7 (1) -| hy (ru' F(t — rt)dr (9. 4-36) 


其 中 hv (rz) 为 正则 坐标 下 的 脉冲 响应 矩阵 。 由 于 各 方程 相互 独立 ,因此 hv (rzr) 三 
diag[LA, Cr) 为 对 角 阵 。 将 式 (9.4-36) 变 换 至 原 坐 标 x(7) ,积分 变量 r 改 为 ,得 到 


x(1) =u| hvu FG — Xd (9. 4-37) 
利用 上 式 导 出 响应 的 相关 和 矩阵 


R,,(r) 二 ELxCDxICG 二 rzr)] 


. | - (9.4-38) 
-| hv (A ,| u' Rj (Cr 十 和 一 和)dhsdh Ju 


对 上 式 两 端 进行 傅 里 叶 变 换 , 经 过 与 式 (9.4-27) 类 似 的 推导 ,得 到 响应 的 功率 谱 密度 和 矩阵 

S$, (w) = (uH’ (ou)Sy Cw) (uuH (ou') (9. 4-39) 
式 中 HC(w) 二 diag[L 有 H;(w) | 是 关于 正则 坐标 的 复 频 响应 对 角 答 阵 ,H”" (wo) 为 吾 (ow) 的 共 斩 
阵 。 利 用 式 (9.4-39) 可 从 已 知 激励 的 功率 谱 征 阵 Sr Co) 求 出 响应 的 功率 谱 矩 阵 5S,, (w)。 
对 $..(o) 进 行 傅 里 叶 逆 变换 ,可 得 到 响应 的 相关 毅 数 矩阵 


R (7) = 址 | S_ Co) ew dw (9. 4-40) 
2 


当 振 动 系统 的 阻尼 较 小 且 各 固有 频率 差别 较 大 时 ,为 了 简化 计算 ,可 以 将 式 (9. 4-39) 
中 [ 百 ”] 与 [ 妃 ](G 夭 六 的 交叉 乘积 项 了 以 忽略 。 多 自由 度 系统 通常 是 低 阶 模 态 起 主要 作 
用 ,因此 计算 时 只 取 几 个 低 阶 模 态 , 仍 可 有 较 好 的 精度 。 

例 9.4-2 在 图 9.2-3 所 示 地 震 对 结构 影响 的 例子 中 , 设 ms 一 2 一 mces 一 2c 一 c， 
A 一 2A 二 上 , 取 强 震 阶 段 地 面 加 速度 的 功率 谱 S; (w) 如 式 (9.2-12), 并 近似 视 为 平稳 过 
程 处 理 。 求 系统 位 移 响应 的 功率 谱 普 密度 矩阵 和 均 方 值 

解 : 将 系统 的 动力 学 方程 (9.2-11) 写 成 

NE + Kx = FOU) 











式 中 
wo am ci ar 
Kb 
求 出 系统 的 固有 频率 为 
二 k /2k 
! 2m nm 


以 及 正则 模 态 矩阵 
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2 1 
,lv V3 
Vmll1 1 
V5 V3 
将 动力 学 方程 解 耦 为 
FC Ay = uu Ft) 
其 中 


el/2 0 /1/2 0 
一 直人 0 小 4 六 | 
写 出 正则 坐标 的 复 频 响应 和 抢 阵 
Hi(w) 0 

0 H, Cw) 


1 
Hj;(w) = 一 5 一 
i® wi — wT 21Cw jw 


H(w) = | 








(j = 1,2) 
激励 的 相关 和 矩阵 为 
， /1 2 
Ri (1) = EL[FCOF HD] 一 和 (, )Ri Cn 
对 上 式 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 , 得 到 
Sm (w) 一 ‘( “js (w) 
FW) 一 mm 2 1 E(w 
代入 式 (9.4-39) 计 算 系 统 的 位 移 响应 的 功率 谱 密 度 和 矩阵 ,得 到 


S, , (w) Sr (w) 
Sr (w) 一 SR (w) 





1 
9 Si (w) SO, (0w) 


三 


Si (w) =168 一 4 有 H: 14H: H+ HE 

Si (w) = 8HI+4H7 H: —2H; IH— HH! 

Si lw) =7Hi— HrH:+4H HH 

Si wo) = 3.5Hi+ Hi H+2Hi: H+ Hi 
利用 式 (9. 4-40) 计 算 质量 mm 的 位 移 响应 的 均 方 值 ,得 到 


R, (0) = | 工 S (0)S8; (wo) dw 
171 2 区 . 9 1 1 只 


上 式 可 应 用 留 数 定理 或 数值 积分 计算 ,数值 积分 的 上 下 限 则 根据 精度 要 求 以 上 下 截断 频 


率 代替 。 








9.5 连续 系统 的 随机 响应 


用 模 态 分 析 可 以 方便 地 得 出 连续 系统 对 随机 激励 的 响应 。 事 实 上 ,其 步 又 完全 与 离 
散 系统 类 似 。 考 虑 一 个 特定 系统 就 可 以 方便 地 阐明 其 步骤 , 现 以 梁 的 弯曲 振动 为 例 说 明 
连续 系统 的 模 态 分 析 法 。 

有 线性 外 阻尼 作用 的 均 质 等 截面 粱 的 动力 学 方程 ,可 以 在 方程 (6.4-7) 中 增加 与 
9y/9t 成 比例 的 阻尼 项 , 设 c 为 粘 阻 系数 ,有 


pA HE + 人 十 可) > COD) (0<r<L) (9.5-D) 


设 式 (9. 5-1) 中 分 布 力 人 计算 无 阻尼 情形 的 固有 频率 w, 和 正则 化 
的 模 态 函数 Y,(z)(Cr=1,2,…) ,后 者 满足 正 交 性 条 件 (6.5-10) 和 条 件 (6.5-11)。 假 设 模 
态 函 数 关 于 阻尼 也 存在 类 似 的 正 交 性 








二 
| CY, CTY, Cr)dr = 26w6, (i,j = 1,2,.%) (9.5-2) 
应 用 模 态 分 析 法 ,将 解 yz,0 写 成 模 态 函数 的 线性 组 合 , 引 入 变换 


yr,t) 一 3 (x)g,(1) (9.5-3) 


将 变换 (9. 5-3) 代 入 方程 (9. 5-1) ,得 到 广义 坐标 g, C0) (r= 二 1,2,…) 的 相互 无 关 的 常 微分 
方程 组 


dD HG DF og) = QU) (r= 1,2,..) (9.5-4) 
式 中 


二 
Q, CO) = |. Yr)f rdr (r= 1,2..) (9.5-5) 


Q. (0 是 广义 随机 力 。 利 用 卷 积 积分 写 出 方程 (9.5-4) 的 解 ,并 计算 平稳 响应 过 程 q.( 妇 与 
d:(D) 之 间 的 互相 关 函 数 ,得 到 


R,, (7) =E[| Qa A | Qe)h dd, | 


=| Oo Rao (r+ a, — XDh CX) dA dX, (9.5-6) 


根据 相关 函数 Raa (r) 与 谱 密度 函数 Soo (w) 之 间 , 以 及 脉冲 响应 消 数 h(i) 与 复 频 响应 
函数 HH(w) 之 间 的 侍 里 叶 变 换 对 关系 式 (9.4-40) 和 式 (3.11-6), 导 出 
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R,, (7) = 却 | | iD) So (we hdwdA dA, 
Tn. ev rs 


-二 | H; (wo) H,(w) Sew (w) er dw (9.5-7) 
开 
再 根据 相关 函数 R,，(r) 与 谱 密度 函数 S,，(zr) 之 间 的 傅 里 叶 变换 对 关系 ,导出 

Sj, (w) = H; (o) 有 Co)Saa (w) (9.5-8) 


利用 式 (9.5-3) 和 式 (9.5-7) 计 算 梁 上 不 同位 置 xr; 和 zx; 处 的 平稳 响应 过 程 y(x1 ,1) 与 
yr ,1 之 间 的 互相 关 函 数 , 得 到 
R, (rir 7T) 一 下 [Ly(Czi ,1y(Czr ti 十 r)] 


一 3 VY, )Y, (Xx )R,, (Tt) 


rl s=l 


-去 忆 DY ye H; (w) H,(w) Soo (werrdw (9.5-9) 
邻 于 式 中 x= 二 x , 即 得 到 响应 的 自 相关 消 数 。 冉 令 + 二 0, 得 到 响应 的 均 方 值 。 由 上 式 还 
可 得 到 y(Cx ,ti) 与 y(xz ,1) 之 间 的 互 谱 密 度 为 


S.Cri ra yw) = 六 FY, Yd)H; (w) H.(w)Soo (w) (9. 5-10) 


上 式 中 出 现 的 Sow (ww) 可 利用 式 (9. 5-5) 计算 。 设 Sj Cryxryvo) 为 载荷 f (x,1) 
与 f(x; ,1) 之 间 的 互 谱 密 度 , 则 有 


Roo (rt) =|. | ,Ci )Y, (Cry RCr ,Ts r)dridzs 


| | Y Cr DY Ca | S Cr ,rresrdwdridr， (9.5-11) 
TJOJ0 » 


从 而 导出 
Lr 
Saa. (rz) 一 | | Y, (XY, (rs S(x,y rs Tdridrs 《9.5-12) 
0 0 


例 9.5-1 如 图 9.5-1 所 示 , 一 均 质 等 截面 简 支 粱 ,长 度 为 二 ,单位 体积 质量 为 ,等 截 
面 横 截 面积 为 4, 抗 弯 刚 度 为 EJ , 粘 阻 系数 为 ., 梁 上 作用 一 集中 力 下 (D ,是 均值 为 零 的 
平稳 正 态 白 噪声 过 程 , 自 谱 S, 为 已 知 。 求 梁 上 力作 用 点 卫 处 的 挠 度 y(xr,t) 的 功率 谱 密 
度 和 均 方 值 。 

解 : 将 集中 力 视 为 分 布 在 x+ 王 xv 附 近 很 小 一 段 梁 上 
的 分 布 力 , 即 

fxst) =— FPF(1)6(xr— xr) 





则 有 
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工 

Q, (1) =- 一 | YCz)EFGCNDG(Cr 一 rp)dx 一 一 YCzp)E(Ct) 
0 

Roo (Cr) 一 E[Q,(DQ Cr 一 YCzp)Y Crzp)RrCr) 

一 YC YC) So er dw 

2x . 

Soao (w) 一 Y (zi)Y (zy ) Su 

利用 式 (9.5-10) 计 算 P 点 处 的 指 度 y(xrr ;7) 的 功率 谱 密 度 , 得 到 


S, (xp,w) 一 > 2 Czp)Y. Crzp)E (w) H,(w)Soo0 (w) 


rel 5 


简 支 梁 的 固有 频率 和 正则 化 模 态 在 例 6. 6-1 中 给 出 
2 . rxr .., 
ur 人 (到 ") 下 Y,(x) A I Cr 1,2,.…) 
则 系统 的 复 频 响应 函数 为 


Ho 一 一 一 于 = 人 (一 1,2，…) 
wr Tw Tb EJ (TF) ~ oAw? 十 im 


代入 功率 谱 密 度 S,(xr ,w) ,得 到 








49，， ornrp ，ySTTP 
> Sin sin 








A 了 L L 
Sy (re,w) 一 2 2 ran! 2 SA 2 . 
i [ET(F) 一 oo icw | EJ (F) 一 ohw: 一 io 
P 点 处 找 度 的 均 方 值 可 令 式 (9.5-9) 中 一 x 二 xp 和 r+ 二 0, 导 出 
R,(xp ,0) =ELy: (rp ,1) |] 
= 二 > Sy ry Cn) HH: (H.Cw) do 


r=] s=1 


通常 阻尼 比 5 较 小 , 若 w. 与 ,离开 较 远 ,可 略 去 积分 中 的 交叉 乘积 项 ,近似 写成 


Ef[y (x01)] = 去 2m Czy )S,| | H,(w) lzdw 


积分 | | H,(w) |*dw 可 利用 前 面 所 述 的 积分 公式 , 可 得 


人 2 TT noA)’ L 
| 1 Ho do = 30s = Ej (去 ) 


4 





代入 R, xr ,0)=ELy’ (xp ,t) 得 到 


2 后 光 
E[y Cxp ,2)] 2 >) 1 Sint CP 
TC rr 


当 xp 一 L/2 时 ,得 到 梁 中 点 挠 度 的 均 方 值 为 
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slL 212S。 ~ 1 
El> ( 2 1)]- cE 2 r’ 
由 于 偶数 阶 模 态 相 对 梁 中 点 为 反对 称 , 中 点 成 为 偶数 阶 模 态 的 节点 ,因此 只 有 奇数 阶 模 态 
对 响应 的 均 方 值 作出 贡献 。 由 上 式 还 可 看 出 高 阶 模 态 对 挠 度 均 方 值 的 影响 迅速 减 小 。 


9.6 非 线性 系统 的 随机 响应 


严格 地 说 ,工程 中 的 许多 实际 问题 都 是 非 线 性 的 ,又 都 是 随机 的 ,所 以 很 有 必要 来 研 
究 非 线 性 随机 振动 问题 。 非 线性 系统 的 数学 模型 通常 采用 非 线性 微分 方程 ,由 于 不 能 应 
用 释 加 原理 ,因此 在 线性 系统 中 的 有 效 方法 (如 振 型 全 加 法 , 卷 积 积分 法 等 ) 都 不 适用 ,所 
以 ,求解 这 些微 分 方程 的 解析 解 存在 着 很 大 的 困难 ,一 般 只 能 针对 某 些 特定 的 问题 采用 特 
殊 解 法 ,或 者 用 近似 法 或 数值 法 。 另 外 ,在 高 斯 随机 激励 下 非 线 性 系统 的 响应 一 般 不 再 是 
高 斯 过 程 。 对 于 线性 系统 ,在 高 斯 随机 激励 下 , 仅 需 要 研究 响应 的 二 阶 矩 就 能 得 到 响应 的 
全 部 统计 特性 ;而 对 于 非 线 性 系统 来 说 ,就 有 必要 研究 响应 的 高 阶 矩 ,或 者 直接 寻求 的 响 
应 的 概率 密度 函数 。 

五 十 余年 来 , 非 线性 随机 振动 已 成 为 众多 学 者 研究 的 重点 之 一 ,在 土木 .机 械 、 交 通 运 
输 .航空 航天 .生物 海洋 . 核 工 程 等 领域 内 ,对 非 线性 随机 振动 问题 已 经 作 了 大 量 的 研究 ， 
迄今 已 经 发 展 了 许多 精确 的 或 近似 的 分 析 方 法 ,主要 有 FPK 方程 法 、 等 效 线性 化 法 和 提 
动 法 。 此 外 ,还 有 随机 平均 法 ,等 效 非 线 性 系统 法 、 矩 函数 微分 方程 法 及 各 种 截断 方案 、 拟 
静态 法 . 泛 函 级 数 展开 法 及 数值 模拟 (或 Monte Carlo) 法 等 。 这 些 方法 解决 了 许多 工程 
实际 中 的 非 线 性 随机 振动 问题 ,构成 了 振动 力学 的 一 个 分 支 ,使 非 线性 随机 振 理论 得 到 了 
很 大 的 进展 。 但 是 这 些 方法 都 有 其 局 限 性 ,至 今 尚 无 解决 非 线性 随机 振动 问题 的 一 般 方 
法 ,尤其 是 对 强 非 线性 振动 系统 。 

等 效 线性 化 法 又 称 为 统计 线性 化 法 ,是 从 确定 性 振动 分 析 中 的 等 效 线性 化 法 移植 过 
来 的 ,是 在 工程 实际 中 应 用 最 广泛 的 预测 非 线 性 系统 随机 响应 的 近似 解法 。 这 一 方法 的 
基本 出 发 点 是 寻找 一 个 等 效 的 线性 系统 ,使 它 与 原 非 线性 系统 之 间 的 差 在 某 种 统计 意义 
上 为 最 小 ,以 便 逼 近 原 非 线性 系统 ,从 而 确定 等 效 线 性 系统 的 参数 ,把 非 线 性 随机 微分 方 
程 变 成 形式 上 的 线性 随机 微分 方程 ,然后 可 以 按 线性 随机 振动 理论 处 理 , 得 到 响应 的 信 
息 。 在 实用 上 ,该 方法 比较 有 效 的 范畴 主要 是 假设 非 线 性 系统 的 响应 接近 于 高 斯 过 程 , 通 
常 它 只 用 于 受 随 机 激励 的 弱 非 线性 系统 (但 不 限于 弱 非 线性 系统 ) ,而 且 它 只 能 给 出 均 方 
响应 信息 ,无 法 提供 原 非 线性 响应 的 概率 分 布 信息 。 但 对 于 弱 非 线性 系统 ,其 非 线性 性 质 
减 小 时 ,近似 解 将 接近 于 精确 解 。 可 以 证 明 ,等 效 线性 化 方法 的 解 是 存在 的 和 唯一 的 。 

单 自由 度 非 线 性 系统 在 随机 激励 下 ,系统 的 运动 方程 可 表示 为 
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1 二 cy 十 Ry 二 egCyyy) = F(t) (9.6-1) 
式 中 g(y, y) 为 y 和 y 的 非 线性 函数 ,通常 是 关于 y 和 ;5 的 多 项 式 ,e 是 一 个 正 的 小 参数 ， 
F(z) 是 零 均 值 的 平稳 随机 过 程 。 
等 效 线性 化 法 的 要 由 是 寻找 一 个 相应 的 线性 系统 ,使 其 在 某 种 意义 上 偏离 
式 (9.6-1) 的 非 线 性 系统 最 小 。 设 等 效 系统 的 动力 学 方程 可 以 表示 为 
Mm 十 (Cc 十 Co)y 十 (十 ka)y 二 F(1) (9. 6-2) 
式 中 ca 和 Au 分 别 为 与 g(y,y) 等 效 的 线性 阻尼 及 刚度 系数 。 
用 式 (9.6-2) 的 解 作 为 式 (9. 6-1) 的 近似 解 。 显 然 , 把 式 (9. 6-2) 的 平稳 响应 代入 
式 (9. 6-1), 形 成 两 个 方程 之 差 
e(ysy) = eg (yrV)— cay— koay (9.6-3) 
式 中 e 是 一 个 依赖 于 c。 和 Au 的 平稳 随机 过 程 。e 的 一 种 简单 的 统计 量 是 它 的 均 方 值 
E[e], 因 此 ,一 种 自然 的 最 佳 化 选择 是 使 ELe ] 为 最 小 。 即 选取 cos 和 ,使 得 


品 2 oa 2 
一 9 一 9.6- 
ac Ee J 0 Fk Ete J 0 ( 4) 











将 式 (9.6-3) 代 入 ,可 得 





eE[yg(y,3) | — caEly | — kaELyy| = ,| 9.625) 
eE[yg (y,3)]— caElyy|— kaEly j=0 | 
由 此 可 解 得 
_ e{E[y JE[yg(y,3))— ELyy JELyg (y,))]) 
~ ELy: JELy’ | — (ELyy J) 
(9.6-6) 


sp = EELy JELys (Cy,3)|— ELyy EL ye(y,))) 
” ELy: jE[Ly 1— (ELyy])? 
可 以 证 明 , 满 足 上 式 的 cu 与 确实 使 ELe ] 达 极 小 值 。 
当 激 励 F(i) 为 平稳 随机 过 程 时 ,并 且 只 考虑 响应 过 程 y(t) 达 到 平稳 后 的 情形 ,根据 
平稳 随机 过 程 与 其 一 阶 导 数 过 程 是 正 交 的 性 质 , 即 
ELyyj 一 0 (9.6-7) 





则 式 (9.6-6) 可 以 简化 为 

= ke 一 (9. 6-8) 
这 里 要 注意 , 式 (9.6-6) 和 式 (9. 6-8) 并 不 是 求 和 As 的 显 式 ,因为 其 中 含有 y() 或 y (1)， 
而 它们 又 是 由 包含 待 求 系数 cos。 和。 的 方程 (9. 6-2) 式 解 出 的 ,所 以 合理 的 co 和 ko 需要 
经 过 迭代 过 程 来 确定 。 假 定 某 一 次 迭代 之 前 cc 和 ki 已 经 求 得 ,同时 系统 所 受 的 激励 不 
仅 是 平稳 随机 过 程 ,而 且 还 是 零 均值 的 高 斯 过 程 , 这 时 ,等 效 线 性 系统 的 响应 也 可 以 认为 
是 高 斯 过 程 ,y(t) 和 yy (1) 的 联合 概率 密度 为 


Ceq 
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1 li/y ,yy | 
2xoos PY [3 (到 十 7) | (9.6-9) 


Oy 








ply,y) 一 


式 中 均 方 响应 o, 和 ao; 是 依赖 于 cm 和 &s 的 国 数 。 如 FE(D 是 高 斯 白 品 声 时 ,其 协 方差 冰 ， 
数 为 

Clr) = 2rSu6(r) (9. 6-10) 
则 


一 nO 2 nSo _ 
(十 Ra)Cc 十 ca) ®; med ca) (9. 6-11) 


如 果 g(y'y) 是 y 和 y 的 多 项 式 ,那么 式 (9.6-8) 的 右 端 仅 含 y 与 y 的 高 阶 矩 , 按 高 斯 假 
设 ,它们 可 以 通过 cv, 和 ec; 来 表示 ,最 后 得 到 的 是 关于 co 与 Au 的 非 线性 代数 方程 组 。 如 
果 g(Cy,y) 是 y 与 y 的 一 般 解 析 函 数 ,那么 就 得 利用 式 (9.6-9) 来 计算 式 (9.6-8) 的 右 端 
部 分 ,经 过 一 次 迭代 后 修正 cq 和 Au ,然后 继续 迭代 修正 下 去 ,直到 满足 精度 的 要 求 为 止 。 

例 9.6-1 考虑 人 硬 弹 簧 杜 芬 振 子 对 高 斯 白 噪 声 的 平稳 响应 。 甚 非 线性 系统 的 动力 学 
方程 可 表示 为 


2 
Onv 





my 十 cy 十 Ry 十 sgCyy) = FO) 
式 中 
8 3) = ky 

试 确定 其 稳 态 响应 。 

解 : 根据 已 知 条 件 有 

Elye(y,3)] = kELyy )] = 0, Elyg(y,3)] = kELy' |] = 3k(ELy:])’ 
由 此 得 到 
ca 一 0， k= 3ek ELy: | 
设 激 励 是 功率 谱 密 度 函 数 为 So 的 高 斯 崩 噪 声 ,得 到 





2 noo 
ELy (0 ck 3ek ET yi (7) ]) 
由 上 式 可 得 
3e( ELy: (CD]) + Ey 0]— 二 0 





解 此 代数 方程 ,按照 ELy*(#)] 的 物理 意义 ,只 取 其 正 根 为 





Ely (0 = (-1+Vi+t1l2e TY ) 


把 上 式 中 的 1 十 12e 太 ! 展 开 为 秦 芽 级 数 


VT 
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当 取 其 中 的 前 三 项 代入 EEY (的 表达 式 , 得 到 
EL y: (1)] > > 一 se( 2 

通过 上 面 的 讨论 可 知 ,等 效 线性 化 方法 是 处 理 基 于 平稳 高 斯 过 程 所 建立 起 来 的 近似 
解法 技术 。 它 的 优点 是 在 数学 上 计算 简单 ,在 等 效 系 统 中 系数 矩阵 中 的 元 素 可 以 直接 由 
非 线 性 陋 数 向 量 的 偏 导数 来 确定 ,其 循环 选 代 收 敛 快 。 因 此 ,只 要 列 出 实际 系统 的 非 线性 
果 数 ,就 可 以 按 这 种 方法 的 步骤 求 得 满意 的 近似 解 。 但 是 ,近似 解 还 有 相当 的 误差 ,另外 ， 
对 啊 应 所 作 的 正 态 分 布 假定 ,使 其 只 能 用 均 方 值 来 表示 响应 的 信息 。 

求解 随机 振动 响应 问题 ,在 于 根据 激励 的 概率 或 统计 信息 确定 一 个 机 械 系 统 的 动态 
响应 的 类 似 信 息 。 该 问题 可 按照 所 给 定 与 所 求 之 信息 的 种 类 ,按照 系统 是 线性 还 是 非 线 
性 ,按照 激励 是 外 激励 还 是 参数 激励 ,按照 激励 (还 有 了 响应) 是 单个 随机 过 程 ` 有 限 个 过 程 
还 是 连续 分 布 的 随机 场 ,以 及 按照 响应 是 平稳 还 是 非 平稳 来 分 类 。 求 解 方 法 可 按照 它们 
是 精确 的 还 是 近似 的 来 分 类 。 


9.7 随机 结构 系统 的 非 线 性 随机 振动 


在 前 面 各 章 的 分 析 中 ,都 假定 系统 是 确定 的 ,系统 的 模型 与 参数 都 是 精确 已 知 的 。 然 
而 在 工程 实际 中 ,结构 系统 的 材料 特性 和 几何 尺寸 是 空间 坐标 的 随机 应 数 , 这 种 结构 系统 
称 为 随机 结构 系统 。 随 机 结构 系统 的 研究 在 工程 实际 中 起 着 重要 的 作用 , 它 可 以 帮助 工 
程 设计 人 员 合 理 地 分 析 随 机 结构 系统 的 响应 特性 。 随 机 结构 系统 的 不 确定 性 主要 来 源 于 
两 个 方面 : 第 一 是 统计 因素 ,例如 ,由 于 材料 特性 的 离散 性 ,边界 条 件 的 随机 性 和 制造 、 安 
装 技术 的 偏差 导致 的 不 确定 性 ;第 二 是 非 统计 因素 ,例如 ,由 于 结构 系统 的 数学 模型 假定 
地 不 精确 导致 的 不 确定 性 。 就 第 一 种 情况 来 说 ,结构 系统 的 机 械 特 性 具有 的 不 确定 性 是 
因为 没有 精确 地 测定 其 物理 特性 。 这 样 ,这 些 特性 就 被 表示 成 为 具有 一 定 概率 分 布 的 随 
机 变量 ,也 就 导致 了 具有 随机 参数 的 随机 结构 系统 。 显 然 可 见 , 这 种 结构 参数 的 不 确定 性 
是 工程 实际 问题 所 固有 的 ,对 结构 系统 特性 有 不 可 忽略 的 影响 ,这 些 随机 参数 通常 表示 为 
结构 的 材料 和 几何 等 特性 以 及 结构 所 承受 的 载荷 变量 。 因 此 导致 随机 结构 系统 的 随机 响 
应 和 随机 特征 值 问 题 。 结 构 系 统 的 随机 响应 主要 取决 于 两 方面 因素 : 载荷 的 随机 性 ; 
@@ 结 构 参 数 的 随机 性 。 因 此 ,随机 结构 响应 可 分 为 于 种 类 型 : 中 确定 结构 对 随机 载荷 的 
响应 ; 人 随机 结构 对 确定 载荷 的 响应 ; @ 随 机 结构 对 随机 载荷 的 响应 。 关 于 确定 结构 的 
响应 分 析 已 相当 成 熟 , 且 已 形成 了 完整 的 理论 系统 。 关 于 随机 结构 的 响应 研究 始 于 20 世 
纪 70 年 代 初 期 ,目前 主要 有 两 种 方法 : Monte Carlo 数值 模拟 方法 ; 外 随机 有 限 元 法 。 
Monte Carlo 数值 模拟 方法 虽然 能 解决 各 类 问题 , 且 可 以 达到 要 求 的 精度 ,但 其 要 耗费 惊 
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人 的 机 时 ,所 以 Monte Carlo 方法 现在 多 用 于 方法 比较 。 

有 限 元 法 是 目前 结构 分 析 的 有 效 数 值 方法 之 一 , 它 能 适应 各 种 不 同性 质 .形状 和 边界 
条 件 的 工程 问题 。 然 而 确定 参数 结构 分 析 的 有 限 元 法 在 解决 具有 随机 参数 的 结构 分 析 时 
受到 了 很 大 的 限制 。 在 实际 工程 结构 中 ,由 于 许多 信息 的 不 确定 性 ,使 结构 的 许多 设计 参 
数 具 有 不 确定 性 。 为 了 使 有 限 元 法 能 够 适应 随机 结构 分 析 的 要 求 , 近 三 十 多 年 来 ,已 对 随 
机 结构 问题 进行 了 许多 研究 ,发 展 了 处 理 任 何不 确定 量 的 随机 结构 系统 的 随机 有 限 元 分 
析 方 法 。 随 机 有 限 元 法 基于 二 阶 矩 技术 、 摄 动 技 术 和 线性 偏 导 数 技术 等 ,系统 地 研究 了 
静 .动态 线性 和 非 线性 随机 结构 的 形状 .材料 .几何 特性 和 边界 条 件 不 确定 性 .不 确定 预 应 
力 \ 不 确定 弹性 基 和 不 确定 阻尼 等 响应 问题 。 


1， 随机 场 


随机 场 是 随机 过 程 概念 在 空间 域 ( 场 域 ) 上 的 自然 推广 ,随机 场 与 随机 过 程 名 称 的 不 
同 是 由 于 将 时 间 变 量 i 改 为 空间 坐标 x, 随 机 结构 的 随机 参数 一 般 是 空间 坐标 的 随机 函 
数 ,它们 可 模型 化 为 随机 场 r(x)。 因 此 ,可 以 把 随机 场 视 为 定义 在 一 个 场 域 参 数 集 上 的 
随机 变量 系 ,在 此 参数 集 上 的 每 一 点 x; 处 都 对 应 于 一 个 随机 变量 。 空 间 坐 标 x 可 以 有 一 
个 .二 个 或 三 个 分 量 , 相 应 地 ,随机 场 分 别称 为 一 维 .二 维 或 三 维 随机 场 。 在 大 多 数 自然 界 
与 工程 中 ,作用 在 结构 系统 上 的 载荷 也 可 模型 化 为 随机 场 。 例 如 ,道路 表面 的 不 平 度 可 模 
型 化 为 不 依赖 于 时 间 的 二 维 随 机 场 ;海浪 高 度 可 以 是 一 个 随时 间 随 机 变化 的 二 维 随机 场 
模型 。 当 一 个 结构 系统 含有 几 个 相关 的 随机 参数 时 ,它们 可 模型 化 为 一 个 矢量 随机 场 或 
张 量 随机 场 ,可 见 随机 场 可 以 是 标量 、 矢 量 或 张 量 。 大 气 满 流 速度 场 可 模型 化 为 依赖 
时 间 、 有 三 个 分 量 的 三 维 矢 量 随机 场 ; 作 空 间 随 机 振动 的 弹性 体 的 位 移 是 矢量 随机 场 ; 
应 力 与 应 变 则 是 张 量 随机 场 ;一 个 连续 体 或 系统 的 随机 激励 与 响应 可 各 用 一 个 随机 场 
描述 。 在 理论 上 ,随机 场 的 参数 集 可 以 同时 包括 时 间 变 量 和 空间 变量 ,但 在 实际 应 用 
中 ,大 多 只 考虑 以 空间 变量 为 基本 参数 的 随机 场 。 此 外 ,随机 过 程 与 随机 场 还 有 一 个 
差别 ,作为 随机 过 程 的 参数 的 时 间 :有 明显 的 有 序 性 ,而 作为 随机 场 的 参数 x 的 有 序 性 
则 不 那么 明显 ,这 个 差别 将 导致 它们 相关 结构 的 差别 。 在 随机 有 限 元 分 析 中 , 需 将 随 
机 场 离散 化 。 





2. 随机 场 的 相关 结构 

对 于 随机 场 的 实际 应 用 而 言 ,确立 随机 场 的 相关 函数 或 协 方差 函数 往往 是 问题 开始 
得 到 解决 的 第 一 步 。 随 机 场 的 相关 结构 一 般 是 指 随机 场 的 协 方 差 范 数 或 相关 函数 。 通 
常 ,根据 具体 问题 的 性 质 , 随 机 场 的 相关 结构 是 一 种 半 经 验 假设 模型 。 常 见 的 均匀 随机 场 
的 相关 结构 类 型 有 以 下 几 种 (用 归 一 化 协 方差 函数 表示 ): 
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(1) 三 角 型 相关 结构 








, |i - |r—x |<a 
p(T ) C=- a (9.7-1) 
10， |x—x | 宇 a 
(2) 指数 型 相关 结构 
oo 、 jx 一 x 
ore = exp ( - ) (9.7-2) 


(3) 高 斯 型 相关 结构 





(9.7-3) 


PA = exp ( iz 到 | ) 
各 式 中 的 常 系数 4 通常 称 为 相关 尺度 参数 ,x 与 x 分别 代表 空间 中 的 两 个 点 。 
对 于 具体 的 物理 问题 ,有 无 公认 的 相关 结构 假设 可 视 为 该 领域 研究 成 熟 程度 的 一 个 


标志 。 事 实 上 ,在 随机 过 程 中 的 谱 密度 假设 ,本 质 上 即 为 相关 结构 假设 。 


3. 随机 场 的 离散 化 


对 于 随机 场 , 可 以 通过 对 其 所 定义 的 空间 区 域 进行 划分 的 方式 ,将 连续 的 随机 场 转化 
为 离散 的 随机 变量 的 集合 ,这 种 单元 划分 有 些 类 似 于 有 限 单 元 法 中 的 有 限 单元 前 分 。 不 
过 ,对 于 有 限 单元 谢 分 ,要 求 前 分 后 单元 可 以 合成 为 原 连续 体 , 即 一 般 要 求 满足 位 移 连 续 
性 条 件 。 而 对 于 随机 场 的 离散 化 , 则 考虑 问题 的 重点 在 于 离散 后 随机 变量 的 数字 特征 ( 主 
要 为 二 阶 数字 特征 )。 按 照 离散 后 随机 变量 与 离散 单元 随机 场 的 关系 ,随机 场 主 要 有 三 种 
离散 化 方法 : 

中 点 法 -~ 最 早 与 最 简单 的 方法 是 取 场 在 有 限 元 中 点 上 随机 变量 代表 该 单元 的 场 ， 
这 样 , 随 机 场 在 每 个 单元 内 都 是 常量 。 而 各 单元 内 的 随机 场 被 认为 是 完全 相关 的 ,两 单元 
上 场 的 相关 性 由 两 单元 中 点 随机 变量 间 的 协 方差 来 近似 表达 。 

形 函 数 法 ”一 单元 上 的 随机 场 由 场 在 单元 节点 上 的 随机 变量 通过 形 函 数 进行 插值 得 
到 ,随机 场 的 相关 特性 由 节点 随机 变量 的 协 方差 矩阵 来 近似 描述 ,从 而 随机 场 的 统计 特性 
可 由 各 单元 节点 处 随机 变量 间 的 统计 特性 近似 反映 。 

局 部 平均 法 … 一 单元 上 的 随机 场 由 场 在 单元 上 的 局 部 平均 来 代表 ,随机 场 的 相关 特 

< 性 由 局 部 平均 的 协 方差 矩阵 来 描述 。 这 种 方法 (以 及 第 一 种 方 
法 ) 有 以 下 优点 : 它 与 确定 性 有 限 元 法 中 假定 每 单元 的 材料 为 均 
质 是 一 致 的 ,从 而 可 利用 已 有 的 刚度 矩阵 公式 。 

现 以 二 维 随 机 场 为 例 , 说 明 这 三 种 离散 化 方法 的 基本 思想 。 

为 不 失 一 般 性 ,以 图 9.7-1 表示 一 个 定义 于 区 域 0 上 的 二 
维 随机 场 及 其 剖 分 形式 。 图 中 0Q; 表 示 单 元 面积 ,x 表示 单元 几 
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何 形 心 点 , 心 表示 单元 节点 编号 ,单元 个 数 为 2 ,单元 节点 个 数 为 m。 
用 中 点 法 进行 随机 场 离散 是 指 以 单元 几何 形 心 点 上 定义 的 随机 变量 r(x ) 人 代替 单 元 
随机 场 r(x), 即 取 
r(x) 一 rr) (9.7-4) 
在 此 基本 原则 下 , 原 随机 场 离散 为 随机 变量 集合 b= 二 =rCrs) ,i 二 1,2,…,n, 各 变量 的 数字 
特征 及 变量 间 相 关 特 征 由 形 心 点 随机 变量 6 的 相应 值 决定 。 如 


E(6.) = ELr(x,))] (9.7-5) 
var(b;) 一 varLr(x,)] (9.7-6) 
cov(b;,b;) = covLr(rs) ,rr )] (9.7-7) 


显然 ,中 点 法 进行 随机 场 离散 ,只 有 当 单 元 划分 很 小 或 原 随 机 场 变 异性 很 小 时 , 才 可 能 有 
较 好 的 精度 。 

为 了 改进 中 点 法 的 精度 , 另 一 种 途径 是 用 单元 节点 随机 变量 集合 代替 原 随机 场 。 但 
通过 节点 间 形 函数 的 插值 来 逼近 原单 元 内 随机 场 。 换 名 话说 ,单元 随机 场 由 场 在 节点 上 
的 随机 变量 通过 形 函 数 的 插值 得 到 , 即 


r(x) = >)， NCOr, (9.7-8) 
i=1] 


式 中 9 为 单元 节点 个 数 ,N;(x) 为 插值 形 函 数 ,x; 二 r(xi) 为 在 x,(i 一 1,2,…,g) 处 的 离散 
值 。 一般 取 多 项 式 形式 的 插值 卫 数 。 

在 此 原则 下 , 原 随机 场 离 散 为 随机 变量 集合 (6; 王 r(x,) ,i 二 1,2,…,m)。 各 变量 的 数 
字 特 征 及 变量 间 相 关 特 性 由 节点 随机 变量 的 相应 值 确定 。 单 元 随机 场 数 字 特 征 与 节点 随 
机 变量 数字 特征 之 间 的 关系 为 


Efr(x)] = DN, COEC,) (9.7-9) 
i71 


cov[ r(xi) yrCzi)] 一 > DN Cx) Nj (Cr) cov(r, sj) (9.7-10) 


式 中 x 和 Xx/ 为 x 域 中 的 任意 两 点 。 

若 形 函 数 选取 适当 ,采用 形 函 数 离散 化 方法 的 精度 将 远 优 于 中 点 法 。 但 是 由 于 估计 
刚度 矩阵 时 的 计算 复杂 ,所 以 用 这 类 方法 形成 刚度 矩阵 将 不 如 下 述 的 局 部 平均 法 来 得 简 
洁 。 在 局 部 平均 法 中 ,采用 各 离散 单元 的 局 部 平均 随机 变量 代表 单元 随机 场 , 即 取 

b; = 让 | .rezpdz 《9.7-11) 
于 是 , 原 随 机 场 离 散 为 随机 变量 集合 (6;,i 二 1,2,…,m)。 随 机 变量 5; 的 均值 .方差 和 协 方 
差 为 


Eb,) = | E[rCz )]dz， (9.7-12) 
Dj。 





var(b,) = 二 | | var[ r(x,) Jdzx;dz. (9.7-13) 
人 2 Jp Jo， 





cov(b;,b;) = ss| | cov[ r(xi) ,r(x;) ]dzidzi (9.7-14) 
《227Jo Jp 


引用 随机 变量 相关 系数 概念 ,上 式 又 可 写 为 


1 ~ 一 
十 ,sre lt, ) JoLrCxi) ,r(x;) dridr; (9.7-15) 


式 中 z; 与 x 分 别 为 08; 和 0; 域 中 的 点 。 

局 部 平均 法 在 精度 上 介 于 中 点 法 与 形 耻 数 法 之 间 , 但 由 于 采用 这 类 离散 化 方法 易于 
利用 常规 有 限 元 公式 ,因而 应 用 较为 广泛 。 

关于 随机 场 的 离散 ,还 有 加 权 积 分 方法 、 正 交 展 开 方 法 和 最 优 离散 化 方法 等 。 


cov(bi,b;) = 


4. 随机 结构 系统 的 非 线 性 随机 振动 分 析 
非 线性 随机 结构 系统 的 振动 方程 为 


My + gb,yy)= Fb,t) (9.7-16) 
式 中 M,g,y 和 FF 分别 为 广义 质量 矩阵、 非 线性 函数 向 量 、 位 移 响应 向 量 和 外 力 向 量 。 随 
机 结构 参数 和 随机 载荷 的 概率 影响 通过 随机 参数 向 量 b 二 [6b， 6。 … 2 来 表示 。 这 


里 假定 M 为 确定 质量 和 矩阵。 
把 加 速度 向 量 》 了 ,外力 向 量 下 和 非 线 性 函数 向 量 g 在 随机 参数 向 量 均值 ELb =b 附 
近 展 开 成 一 阶 泰勒 级 获 ， 有 














0 - 

区 一世 十 > 9 db 十 二 ;> > 元 入 dbp: db; (9.7-17) 
F=Fi+ 3 db 十 过 ;> > bd (9.7-18) 

一 08 六 oy | oy 
8 一 8 有 RK db. 

gg 9 > gy oC ay ,9K oy 
十 ab; 0 3C ob; 十 Kj ob; 7 9b; 二 也 ob; ja 
(9.7-19) 





这 里 db 一 sApb, 一 s(p 一 站) 为 访 关 于 记 的 一 阶 差 ,db;db; 二 e? AbiAbj 一 e: (6b; 一 b;) (bj; 一 6b;) 为 


b; 和 6,; 关 于 6; 和 5; 的 二 阶 差 ,e 为 一 小 参数 ,》,》,y ,下 ,g 等 为 随机 水 数 和 矩阵 在 随机 参数 均 
值 处 赋值 。 定义 阻尼 及 刚度 矩阵 为 


C 一 28 (9.7_20) 
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(9.7-21) 





_ 0g 

oy 

将 式 (9. 7-17)、 式 (9.7-18) 和 式 (9. 7-19) 代 入 方程 (9. 7-16), 合 并 同 阶 项 ,可 得 到 与 
方程 (9.7-16) 相 一 致 的 零 阶 方程 一 阶 方程 和 二 阶 方程 。 





























零 阶 方程 
My+g=F (9.7-22) 
一 阶 方程 (e 项 ) 
M2 9 天 97 一 ... _ 
M3 +C3, tR = CG 1,2，…,9g) (9.7-23) 
式 中 
» dF og ， i 
P= 一 (i = 1,2,..,g) (9.7-24) 
二 阶 方程 (e 项 ) 
式 中 
1 gq 4 OY 
,= 2 2 7 区 3 oD ,0 ) (9.7-26) 
,le oy 
癌 一 豆 和 2 之 006 cov(bi,b;) (9.7-27) 
_ ] 下 车 027 
yz 一 #2 天 cov(D 0 ) (9.7-28) 
一 oF 1 Og oC 9 _oK ay _ 
F: = 3 > (3 2 000 2 bo0b, ob: db ob, 90 covYCO (9.7729) 


显然 可 以 分 别 从 方程 (9. 7-22) .方程 (9. 7-23) 和 方程 (9.7-25) 中 解 出 y,3》， y ,六 ， 入 


,ys ;21 ,从 而 可 以 确定 动力 响应 的 均值 , 方差 和 协 方差 





gy 
ELy] 二 y 十 y: 二 y 十 攻 1 > y， Cov bb ) (9.7-30) 
i 六 1 opi90; 
E[y] = 一》 十 3》 二 十 二 > 部 cov (bi,b;) (9.7-31) 
ii 9 
0 
ELy] = +, 一 十 方 >)， 2 cov(O Di ) (9.7-32) 
2 所 各 5020 






CoOv(y) 一 FLCy 一 Er 一 EL 一 Yy， > (之 ) (六 ) cov bisb) (9.7-33) 
i=] j=!1 了 
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cov(p) = EL ELSD) Cy EL])'] = 3 ( 呈 ) (号 ) cov bi,b) (9.7-34) 
1 =1 











OO OO 

cov(¥) = ELG — ECD CY — ELY])'] = > > ( 信 )( 苇 ) cov so (9.7-35) 
这 样 动力 响应 的 均值 .方差 和 协 方 差 就 完全 确定 出 来 了 。 显 然 ,方程 (9.7-30) 一 
方程 (9.7-32) 的 精度 为 二 阶 ,方程 (9.7-33) 一 方程 (9.7-35) 的 精度 为 一 阶 。 

是 前 随机 有 限 元 法 是 研究 随机 结构 系统 的 一 种 十 分 有 效 的 数值 方法 ,其 优点 是 避免 
了 在 十 程 实际 中 很 难 有 足够 资料 满足 的 概率 密度 和 联合 概率 密度 函数 ,在 随机 参数 和 随 
机 载荷 的 前 两 阶 矩 已 知 的 情况 下 ,就 完全 可 以 确定 出 随机 结构 系统 的 响应 的 前 两 阶 矩 ,使 
简便 省 时 地 求解 随机 结构 系统 的 响应 问题 成 为 可 能 。 

例 9.7-1 如 图 9.7-2 所 示 的 二 层 刚 架 , 假 设 各 层 的 支柱 只 提供 弯曲 刚度 ,不 计 质 量 ; 
Fo ”而 水 平 杆 认 为 是 有 质量 的 刚体 ,只 发 生 水 平 位 移 。 随 机 参数 向 量 
| ”5 一 [kk]'。 随 机 弹性 刚度 和 分 别 服从 方差 系数 为 0. 05 
的 正 态 分 布 ,弹性 刚度 的 均值 分 别 为 45 X10" N/cm 和 45 X 105 
N/cm, 确 定 质 量 ml 和 ;分别 为 3.7 kg 和 1.5 kg。 试 确定 系统 的 
响应 。 - 








解 : 系统 运动 微分 方程 为 
Mx 十 Kx kK.(xC) x x) = F(t) 
式 中 
f(b,x,X) = Kx K(x CC) x x) 
天， 十 天 ， 一 天 ， — KEK, 天， — KK. K; K; — Kk; 
K. = | |， E 一 0.3 
一 天， K, K, 一 天， K, —K, 一 天 ， kK, 


0.0 
F(t) 一 | , | 
25.0 X 10°sin 20007 
这 里 符号 的 代表 Kronecker 积 。 

应 用 Newmark-8 方法 分 别 求解 上 面 的 各 阶 方程 ,对 非 线 性 系统 (e 二 0.3) 计 算出 位 移 
响应 x; 的 均值 和 标准 差 随 时 间 1 的 变化 曲线 (图 9.7-3 .图 9.7-4) 以 及 位 移 响 应 zj 和 zs 
的 协 方差 随时 间 1 的 变化 曲线 (图 9.7-5)。 

要 进行 随机 分 析 , 就 要 确定 随机 变量 的 概率 密度 和 联合 概率 密度 ,但 在 工程 实际 中 很 
难 有 足够 资料 来 确定 其 概率 密度 和 联合 概率 密度 ,即使 近似 地 指定 概率 分 布 ,在 大 多 数 情 
况 下 也 很 难 对 其 进行 积分 来 确定 随机 响应 的 统计 量 。 随 机 有 限 元 法 避免 了 概率 密度 和 联 
合 概率 密度 的 确定 ,在 随机 结构 参数 的 前 几 阶 和 矩 已 知 的 情况 下 ,就 可 确定 出 随机 结构 响应 
的 前 见 阶 矩 。 本 节 的 数值 算 例 只 给 出 了 随机 参数 的 前 两 阶 矩 ,而 没有 给 出 随机 参数 的 分 
布 概 型 ,应 用 本 节 所 阐述 的 方法 ,就 可 以 计算 出 响应 的 前 两 阶 矩 。 另 外 ,从 数值 算 例 可 以 
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看 出 ,具有 随机 参数 的 系统 ,独立 的 随机 结构 特性 输入 ，- 般 情况 下 得 不 到 独立 的 响应 输 
出 ,而 输出 的 响应 一 般 是 相关 的 随机 过 程 ,在 本 节 的 理论 公式 中 也 得 到 同样 的 结论 。 
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